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AVANT-PROPOS 


La  théorie  des  surfaces  réglées  a  pour  suite  logique  l'étude  des 
formes  engendrées  par  des  courbes,  planes  ou  gauches,  d'ordre 
supérieur  au  premier. 

Le  domaine  où  nous  allons  pénétrer,  est  d'une  étendue  considé- 
rable et  les  géomètres  s'en  sont  relativement  peu  occupés.  On  peut 
prévoir  que  les  méthodes  d'investigation  actuellement  connues 
suffiront  à  peine  pour  les  cas  les  plus  simples,  à  savoir  ceux  où 
les  courbes  génératrices  sont  des  coniques  ou  des  cubiques 
gauches. 

Toutes  les  coniques  de  l'espace  sont  en  nombre  oo*.  Celles  de 
ces  courbes  qui  satisfont  à  i  conditions  forment  une  multiplicité 
de  l'ordre  fx  ==  8  —  i.  Nous  excluons  d'abord  les  cas  où  l'on  a 
/^  >  2;  il  se  peut  que  ces  cas  présentent  de  l'intérêt;  ce  seraient 
des  généralisations  de  la  théorie  des  complexes  de  droites; 
mais  ils  ne  peuvent  entrer  dans  le  plan  que  nous  nous  sommes 
proposé. 

Quant  aux  systèmes  doublement  infinis  de  coniques,  ils  n'engen- 
drent pas  une  figure,  dans  le  sens  ordinaire  du  mot;  mais  leurs 
plans  enveloppant  une  surface.  Dans  une  Note  présentée  à  l'Aca- 
démie royale  de  Belgique,  nous  avons  déterminé  la  classe  de  cette 
surface,   lorsque    les    courbes   génératrices    sont   assujetties   à 
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s'appuyer  sur  des  directrices  rectiligries  ou  autres  et  nous  avons 
indiqué  quelques  conséquences  relatives  à  des  systèmes  simple- 
ment infinis  de  coniques.  Le  contenu  de  cette  Note,  remanié  et 
condensé,  nous  fournira  la  matière  de  notre  Chapitre  I, 

Quelques  cas  particuliers  de  systèmes  simplement  infinis  de 
coniques  seront  traités  avec  plus  ou  moins  de  détails  dans  le 
Chapitre  II. 

Pour  les  cubiques  gauches,  des  considérations  analogues  à 
celles  qui  précèdent  peuvent  être  formulées.  Mais  le  nombre  des 
cas  possibles  est  beaucoup  plus  grand;  d'autre  part,  la  difficulté 
croissante  du  sujet  nous  oblige  à  restreindre  beaucoup  le  champ 
à  explorer.  Nous  nous  bornons,  dans  le  Chapitre  III,  à  considérer 
un  système  spécial  de  oc*  cubiques  et  à  examiner  quelques  formes 
qui  prennent  naissance  quand  on  soumet  ces  courbes  à  une 
condition  de  plus. 

Nous  croyons  que  ces  matières  doivent  tirer  leur  principal 
intérêt  des  méthodes  utilisées  pour  les  étudier.  Nos  trois  chapitres 
correspondent  à  des  procédés  de  recherche  différents  et,  pour  ne 
point  trop  allonger  ce  travail,  nous  avons  renoncé  à  tirer  de  ces 
procédés  tout  ce  qu'ils  peuvent  donner,  nous  contentant  de  les 
illustrer,  en  quelque  sorte,  par  des  exemples. 

Qu'il  nous  soit  permis  de  remercier  Messieurs  les  Professeurs 
C.  Servais,  J.  Neuberg  et  A.  Deraoulin  pour  l'appui  bienveillant 
qu'ils  nous  ont  prêté  pendant  la  rédaction  du  présent  travail. 


CHAPITRE  I. 


Sur  les  plans  coupant  un  système  de  lignes  de  l'espace  en 
six  points  d'une  conique. 


1.  L'étude  des  coniques  qui  s'appuient,  par  plus  de  cinq  points,  sur 

un  système  de  lignes  de  l'fspace,  apparaît  comme  une  extension  de  la 

théorie  des  plarisécantes  des  systèmes  de  courbes  gauches. 

Les  étapes  naturelle»  de  cette  recherche  sont  les  suivantes. 

1»  Soient  des  lignes  c»,  Cn>,  ...  dont  l'ordre  total  est  w;  on  cherche 

l'enveloppe  des  plans  des  coniques  qui  passent  par  i  points  de  £«,  par  «' 

points  de  c«/,  •••,  »-|~*  ~1 étant  égal  à  6.    Lorsque   m  est  égal  ou 

supérieur  à  six,  ces  courbes  sont  en  nombre  doublement  infini  et  leurs 
plans  enveloppent  une  surface. 

2"  Si  m  >  7  et  si  »  -f  *'  -1 =  ^»  ^®^  coniques  en  nombre  simplement 

infini  engendrent  une   surface  et  leurs  plans  enveloppent  une  déve- 
loppable. 

3"  Si  m  >  8  et  i  -|-  *'  "i~  ••  •  =  ^>  ^®  nombre  des  coniques  satisfaisant 
aux  conditions  énoncées  est  fini. 

4°  Si  »»  >  9  1 1 1  +  i'  -| =9,  il  n'y  a  pas,  en  général,  de  coniques 

satisfaisant  aux  conditions  imposées,   mais,  lorsqu'il  en  existe,  cette 
circonstance  établit  uce  liaison  entre  les  courbes  directrices  données. 

Nous  ne  traiterons  ici  que  le  premier  de  ces  quatre  cas.  De  plus,  les 
lignes  donnée»^  seront,  par  hypothèse,  des  courbes  algébriques  et  même, 
sauf  une  exception,  des  courbes  rationnelles. 

S.  Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  système  se  réduise  à  une  courbe 
unicursale  unique  Cm.  Soit  tt  un  plan  qui  la  coupe  en  m  points  dont  six 
sont  sur  une  même  conique  c».  Par  cette  conique  et  par  quatre  points 
A,  B,  C,  D,  pris  à  volonté  dans  l'espace,  on  peut  mener  une  quadrique  S> 
qui  coupe  Cm  en  2m  points  dont  six  sont  dans  un  même  plan.  Récipro- 
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quement,  si  uae  quadrique  Sj  passant  par  A,  B,  C,  D  coupe  Cm  en  2m 
pointa  dont  six  sont  dans  un  même  plan  tt,  cette  quadrique  contiendra 
toute  la  conique  Ci  menée  par  cinq  de  ces  six  points  et  par  suite,  cette 
courbe  c«  passera  aussi  par  le  sixième  point;  à  moins  que  S2  ne  dégénère 
en  deux  plans  dont  l'un  sera  i:  et  dont  nous  appellerons  l'autre  tt'.  Mais, 
si  A,  B,  C,  D  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  dans  le  cas  exceptionnel 
que  nous  venons  de  signaler,  un  de  ces  quatre  points,  au  moins,  sera 
dans  le  plan  tt  et  les  autres  dans  le  plan  Tt'. 

Cherchons  la  classe  de  la  surface  enveloppée  par  les  plans  tels 
que  TT,  ou  cherchons  combien  de  plans  pareils  passent  par  une  droite 
d  prise  à  volonté,  mais  ne  rencontrant  aucune  des  droites  AB,  AC, 
AD,  BC,  BD,  CD. 

Nous  devons  donc  déterminer  combien  de  groupes  de  six  points  de  Cm 
sont,  à  la  fois,  dans  un  {)lan  passant  par  d  et  sur  udc  quadrique  non 
dégénérée  passant  par  A,  B,  C,  D. 

Les  quadriques  S2  menées  par  A,  B,  C,  D  forment  un  système 
linéaire  quintuplement  infini  et  marquent,  sur  la  courbe  rationnelle  Cm, 
une  involution  I^'",  tandis  que  les  plans  menés  par  d  y  marquent  une 
involution  I*".  Le  nombre  des  groupes  de  six  points  communs  à  ces 
deux  involutions  est,  d'après  un  théorème  de  M.  Le  Paige, 
(^m-b  ^  Q,n-\  ^  (2m  —  5)  C^-^ 

C*  représentant  le  nombre  de  combinaisons  simples  de  k  lettres  i  à  i. 

Mais,  dans  chacun  des  quatre  plans  (^A),  {dB},  {dC),  (db),  il  j  a  C^ 
groupes  de  six  points  situés  sur  une  quadrique  dégénérée  et,  d'après 
une  remarque  antérieure,  ces  groupes  doivent  être  écartés,  de  sorte 
que  le  nombre  des  sextuples  de  points  répondant  à  la  question  est 

V  =  (2m  —  5)  C^i  —  4C^. 

Tel  est  aussi  le  nombre  des  plans  v:  que  l'on  peut  mener  par  d. 

Les  plans  des  coniques  reposant^  par  six  points,  sur  une  courbe  uni- 
cursale  c»  enveloppent  une  sur/ace  dont  la  classe  £St 
{2m  —  5)  C'^'-^  —  4C'«. 

Corollaires.  L  Si  w  =•  6,  on  a  v  =  3. 

IL  Une  sextique  unicursalc  étant  de  rang  10,  les  plans  des  coniques 
qui  touchent  la  sextique  en  un  point  et  la  rencontrent  encore  en  quatre 
autres  enveloppent  une  développable  dont  la  classe  est  30. 
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III.  Comme  la  développable  osculatrice  à  la  sextique  rationnelle  est 
de  classe  12,  il  y  a  36  coniques  ayant,  avec  la  sextique,  un  contact 
triponctuel  et  la  rencontrant  encore  en  trois  autres  points. 

S.  Soit  un  système  composé  d'une  droite^  et  d'une  courbe  unicur- 
sale  Cm.  Par  le  raisonnement  du  n"  2,  on  voit  que,  si  Ton  cherche  les 
quadriques  non  dégénérées  passant  par  ç  et  par  deux  points  A  et  B  de 
l'espace  et  coupant  Cm  en  des  groupes  de  m  points  dont  cinq  sont  dans 
un  plan  mené  par  une  droite  d,  le  nombre  obtenu  est  la  classe  de 
l'enveloppe  des  plans  des  coniques  qui  s'appuient  une  fois  sur  ff  et  cinq 
fois  sur  Cm- 

Un  calcul,  en  tout  pareil  à  celui  du  n°  précédent,  donne  le  résultat 
que  voici. 

Les  plans  des  coniques  qui  ont  tm  point  sur  une  droite  donnée  et  cinq 
points  sur  une  courbe  rationelle  Cm  enveloppent  une  sur J ace  dont  la 
classe  est 


-^  (O 


{2m  —  4)  C'»-i  —  2C« 


Corollaires.  I.  Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  axe  af3  et  qui 
reposent,  par  cinq  de  leurs  points,  sur  une  courbe  c«  engendrent  une 
surface  dont  l'ordre  est  v. 

II.  Si  î»  =  5,  on  a  V  =  4,  pourvu  que  la  droite^  ne  rencontre  pas  d; 
car,  pour  chaque  intersection  de  g  et  de  Ct,  la  classe  se  réduit,  en 
général,  d'une  unité. 

III.  Les  plans  des  coniques  touchant  Cs  et  la  rencontrant  encore  en 
trois  points  et  s'appuyant  de  plus  sur  ^  enveloppent  une  développable 
de  classe  32.  Ou  encore,  les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  point  et 
qui  reposent,  sur  c«,  par  cinq  points  dont  deux  coïncidents  engendrent 
une  surface  dont  l'ordre  est  32.  Si,  au  lieu  de  passer  par  un  point,  ces 
plans  enveloppent  une  surface  de  classe  p,  les  coniques  engendrent  une 
surface  dont  l'ordre  est  32u. 

IV.  Il  y  a  36  coniques  ayant  un  contact  triponctuel  avec  c»,  reposant 
encore  sur  la  courbe  par  deux  points  et  rencontrant  de  plus  une  droite^. 
Ou  encore,  les  coniquea  ajant  un  contact  triponctuel  avec  Cs  et  la  ren- 
contrant encore  en  deux  points  forment  une  surface  du  36*  ordre. 

4.  Si  le  système  se  compose  d'une  conique  Ct  et  d'une  courbe  unicur* 
sale  Cmt  on  fait  passer  les  quadriques  Ss  par  d  et  par  un  point  A  de 
l'espace;  on  trouve  ce  théorème  : 


Les  plans  des  coniques  qui  reposent,  par  deux  de  leurs  points  sur  une 
conique  et  par  quatre  autres  points  sur  une  courbe  Cm  enveloppent  une 
surface  dont  la  classe  est 

V  =  (2w  —  3)  C'^-'  —  c;". 

Corollaires.  I.  Si  Ct  est  le  cercle  imaginaire  de  Tinfîni,  v  est  la  classe 
de  la  surface  enveloppée  par  les  plans  des  cercles  qui  ont  quatre  pointe 
sur  Cm. 

II,  Si  w  =  4,  on  a  v  =  4. 

III.  Les  plans  des  cercles  qui  touchent  la  courbe  rationnelle  c«  et  la 
rencontrent  encore  en  deux  points  enveloppent  une  développable  de 
classe  24.  Il  y  a  24  cercles  osculateurs  de  c«  qui  rencontrent  encore  la 
courbe,  etc. 

5.  Si  le  système  se  compose  de  deux  droites  g  et  g'  et  d'une  courbe  Cm, 
on  mène  les  quadriques  S2  auxiliaires  par  g  et  g'  (sans  autre  point  fixe) 
et  l'on  trouve  ce  résultat  : 

Les  plans  des  coniques  qui  coupent  Cm  en  quatre  points  et  deux  droites 
données  chacune  en  un  point  enveloppent  une  surface  de  classe 

v  =  {2m  —  3)  C^i. 

Corollaires.  I.  Les  coniques  qui  reposent,  par  quatre  points,  sur  Cm, 
et  par  un  point  sur  une  droite  g,  et  dont  le  plan  passe  par  un  axe  fixe  a/3 
engendrent  une  surface  dont  l'ordre  est  v. 

II.  Si  »«  =  4  on  a  v  =  5. 

III.  Les  coniques  dont  le  plan  pas$e  par  un  point  fixe,  qui  touchent  la 
courbe  rationnelle  c»,  la  rencontrent  encore  en  deux  pointa  et  s'appuient 
en  outre  sur  une  droite  g  engendrent  une  surface  du  30*  ordre.  Les 
coniques  ayant  un  contact  triponctuel  avec  c«,  la  rencontrant  encore  en 
un  point  et  s'appuyant  de  plus  sur  une  droite  forment  une  surface  du 
30*  ordre. 

«.  Si  le  système  se  compose  d'une  cubique  gauche  Ct  et  d'une  courbe 
unicursale  Cm,  les  quadriques  auxiliaires,  en  nombre  ce*,  passeront 
par  Ci,  sang  autre  point  fixe,  et  l'on  trouve  : 

Les  plans  des  coniques  qui  rencontrent  les  courbes  Ct  et  Cm  chacune  en 
trois  points  enveloppent  une  surface  dont  la  classe  est 

v  =  (2m  — 2)q'-». 


—  5  — 

Corollairet.  I.  Si  w  =  3,  on  a  v  =  4(*). 

II.  Si  deux  cubiques  gauches  Cs  et  c[  n'ont  aucun  point  commun,  il  y 
a  64  coniques  qui  les  touchent  et  les  rencontrent  encore  l'une  et  l'autre. 
Il  y  a  12  coniques  osculatrices  à  d  et  passant  par  trois  pointa  de  c',^,  et 
inversement, 

1.  Si  le  système  se  compose  d'une  biquadrique  C«  de  première  espèce 
et  d'une  courbe  rationnelle  Cm,  les  oo'  quadriques  auxiliaires  passeront 
par  C^. 

Le$  plans  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  de  Ci  et  deux  points 
de  Cm  enveloppent  une  surface  de  classe 

v  =  (2m  — l)(w  — 1). 

Si  w  =  2,  on  a  V  =  3. 

Si  la  courbe  Cm  est  remplacée  par  deux  droites  qui  ne  se  coupent  pas, 
les  quadriques  auxiliaires  marquent,  sur  les  deux  droites,  une  corres- 
pondance (2,  2);  tout  plan  mené  p&r  deux  points  correspondants 
contient  une  conique  répondant  à  la  question  ;  la  surface  enveloppée 
est  donc  le  lieu  des  droites  qui  joignent  des  points  homologues  de  cette 
correspondance. 

Les  plans  des  coniques  qui  rencontrent  C»  en  quatre  points  et  deux 
droites  donnas  chacune  en  un  point  enveloppent  une  surface  réglée  de 
quatrième  classe. 

Cette  surface  est  donc  aussi  du  quatrième  ordre.  C'est  la  première 
dans  la  classification  des  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  de 
CayleyI**)  et  la  onzième  de  Cremona(***). 

8.  Bien  qu'il  n'y  ait  pas  impossibilité  absolue  à  employer  les  métho- 
des qui  vont  suivre  pour  des  systèmes  assez  généraux,  nous  nous 
bornerons,  dans  les  cas  ci-après,  à  examiner  des  systèmes  de  directrices 
dont  l'ordre  total  est  6. 

Soient  d'abord  une  cubique  gauche  Cs,  une  conique  Ct  et  une  droite  g 
sans  points  communs. 

En  menant  des  quadriques  Sa  par  Cs,  il  sufSt  de  chercher  l'enveloppe 


\*)  Reye,  Journ.  f,  Malh.  t.  79. 

(♦•)  Phil.  Trans..  1864. 

{**•)  Mem.  Ace.  Bologna  (2).  VIII, 
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des  plans  passant  par  deux  des  intersections  de  S2  arec  C2  et  une  inter- 
section de  S»  avec^.  Considérons  une  droite  a|3  quelconque  de  l'espace. 

Par  tout  point  A  de  ç  passe  un  plan  (a(3.  A)  qui  coupe  Ct  en  deux 
points  situés,  avec  d,  sur  une  quadrique  S»;  celle-ci  coupe  g  en  deux 
points  B.  Inversement,  un  point  B  de  ^  détermine  un  faisceau  de  qua- 
driques  S2  qui  marquent,  sur  C2,  une  involution  IJ,  tandis  que  les  plans 
par  aj3  y  marquent  une  involution  IJ  ;  ces  involutions  ont  trois  couples 
communs  déterminant  chacun  un  plan  par  a|3  et  un  point  A  sur  ff.  II 
existe  donc,  entre  les  points  A  et  B,  une  correspondance  (2,  3)  donnant 
cinq  coïncidences. 

Les  plans  des  coniques  qui  reposent,  par  trois  points  sur  une  cubique 
gauche,  par  deux  points  sur  une  conique  donnée  et  par  un  point  sur  une 
droite  donnée  enveloppent  une  surface  de  cinquième  classe. 

Corollaires.  Les  cercles  dont  le  plan  passe  par  a(3  et  qui  passent  par 
trois  points  de  Cz  engendrent  une  surface  du  cinquième  ordre.  Les  cercles 
dont  le  plan  passe  par  un  point,  qui  touchent  d  et  la  coupent  encore  en 
un  point  engendrent  une  surface  du  20"  ordre.  Les  cercles  osculateura 
d'une  cubique  gauche  engendrent  une  surface  du  15*  ordre  (*). 

9.  Supposons  le  système  formé  par  une  cubique  gauche  d  et  trois 
droites  g,  g' ,  g" .  Il  suffit  de  compter  les  plans  passant  par  a|3  qui 
coupent  g,  g' ,  g"  en  trois  points  d'une  même  quadrique  circonscrite  à  d. 

Soit  A  un  point  de  ^;  le  plan  (aj3,  A)  coupe  g'  et  g"  respectivement 
en  B  et  C;  par  Cj,  B  et  C,  il  passe  une  quadrique  coupant  g  en  deux 
points  D.  Inversement,  par  un  point  D  de  g,  il  passe  un  faisceau  de 
quadriques  circonscrites  à  d  et  elles  marquent,  sur  g'  et  g'\  une  cor- 
respondance (2,  2)  ;  donc  il  existe  quatre  plans  par  aj3  contenant  des 
points  correspondants  et  par  suite  quatre  points  A  de  ^  répondant  à  D. 
Entre  les  points  A  et  D,  il  y  a  donc  une  correspondance  (2,  4)  présen- 
tant six  coïncidences. 

Zes  plans  des  coniques  qui  rencontrent  trois  droites  et  qui  coupent  une 
cubique  gauche  en  trois  points  enveloppent  une  surface  de  sixième  classe. 

Corollaires.  Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  axe  «j3  et  qui 
reposent  sur  g  et  g'  et  rencontrent  d  en  trois  points  engendrent  une 


(*)  Propriété  connue  :  voir  Timerding,  Ueber  die  Kuçeln,  welche  eine  cubische 
Raumcurve  mekrfach  oder  mehrpunktig  berûhren  (Diss.  Strasbourg,  189 i). 
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surface  du  sixième  ordre.  Le8  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  point, 
qui  s'appuient  sur  g  et  g\  qui  de  plus  touchent  c-,  en  un  point  et  la 
rencontrent  en  un  autre  engendrent  une  surface  du  24*  ordre.  Les 
coniques  osculatrices  à  Ci  et  s'appuyant  sur  g  et  g'  engendrent  une 
surface  du  18*  ordre. 

lO.  Soit  un  système  compoïé  de  trois  coniques  c,,  c'^,  c','.  Les 
quadriques  auxiliaires  Si  seront  menées  par  c'^  et  par  un  point  A  de 
l'espace. 

1*  Par  un  point  fixe  B  de  Cj,  combien  peut-on  mener  de  ces  qaadriques 
Sj  coupant  Cz  en  un  point  X  autre  que  B  et  c'»  en  deux  points  Y  et  Y',  de 
manière  que  le  plan  XYY'  passe  par  l'axe  xZ  ?  Prenons,  sur  Cï,un  pointX 
autre  que  B  ;  le  plan  (a,3,  X)  coupe  e[  en  Y  et  Y';  la  quadrique  Ss  menée 
par  Cj',  A,  BjYetY'  coupe  c»  en  trois  points  Z  autres  que  B. Inversement, 
prenons,  sur  d,  un  point  Z  autre  que  B;  les  quadriques  Si  par  c^',  A,  B,  Z 
forment  un  faisceau  et  marquent,  sur  c,',  une  involution  IJ,  tandis  que 
les  plans  par  a_3  j  marquent  une  involution  Ij  J  les  plans  menés  par  a^ 
et  par  les  trois  couples  communs  aux  deux  involutions  donnent  six 
points  X  sur  C2;  entre  les  points  X  et  Z,  il  y  a  une  correspondance  (3,  6) 
et  neuf  coïncidences. 

2'  Cela  étant,  prenons,  sur  c»,  un  point  quelconque  B;  le  plan  (a|3,  B) 
coupe  c\  en  P,  Q  et  rencontre  encore  Ci  en  un  point  C,  généralement 
différent  de  B  ;  la  quadrique  S2  menée  par  c','.  A,  C,  P,  Q  coupe  encore  Ct 
en  trois  points  1)  autres  que  C.  Inversement,  prenons  un  point  D  sur  Cj; 
d'après  ce  qui  a  été  dit  au  1*,  il  y  a  neuf  points  C  de  Ci  situés,  avec  deux 
points  de  c^,  à  la  fois  dans  un  plan  passant  par  a|3  et  sur  une  quadrique 
Si  contenant  c,,  A,  D,  et  chacun  des  neuf  plans  (a|3,  C)  donne  un  noureau 
point  B  sur  Ci.  Entre  les  points  B  et  D,  il  existe  donc  une  correspondance 
(3,  9j  et  douze  coïncidences. 

Mais,  comme  chaque  plan  coupe  Cs  en  deux  points,  ces  douze  coïnci- 
dences sont  dans  six  pians  seulement,  d'où  il  faut  encore  déduire  le  plan 
(ap.  A)  qui  correspond  à  une  quadrique  S;  dégénérée.  On  a  donc  ce 
théorème. 

Les  plans  des  coniques  gui  rencontrent  deuxjois  trois  coniques  donnéts 
enveloppent  une  surface  de  cinquième  classe  (*). 

{*)  Ce  théorème  a  été  démontré,  d'une  autre  manière,  par  M.  J.  Neubeko 
(Bull,  de  l'A  Cad.  roy.  de  Belgique,  décembre  1901). 
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Corollaires.  Les  plans  des  cercles  rencontrant  deux  coniques  chacune 
en  deux  points  enveloppent  une  surface  de  cinquième  classe.  Les  plans 
des  cercles  touchant  une  conique  c»  et  passant  par  deux  points  d'une 
autre  conique  enveloppent  une  développable  de  10'  classe.  Il  y  a 
20  cercles  tangents  à  la  fois  à  deux  coniques. 

il.  Si  le  système  se  compose  de  deux  coniques  et  de  deux  droites, 
on  fait  passer  les  quadriques  auxiliaires  par  ces  deux  droites,  sans  autre 
point  fixe.  Le  raisonnement  est  le  même  que  dans  le  n"  précédent,  mais 
la  réduction  finale  disparait. 

Les  plans  des  coniques  rencontrant  deux  coniques  donne'es  chacune  en 
deux  points  et  deux  droites  données  chacune  en  un  point  etiveloppent  une 
sur/ace  de  sixième  classe. 

Corollaires.  Les  cercles  dont  le  plan  passe  par  un  axe  et  qui  passent  par 
deux  points  d'une  conique  C2  et  par  un  point,  d'une  droite  ç  engendrent 
une  surface  du  sixième  ordre.  Les  cercles  dont  le  plan  passe  par  un  point 
et  qui  touchent  c»  et  rencontrent^  engendrent  une  surface  du  12»  ordre. 

t«.  Soit  un  système  formé  d'une  conique  C2  et  de  quatre  droites 
Çf  ff'f  ff"f  &'" •  Les  quadriques  auxiliaires  S2  passent  par  Cj  et  par  un 
point  A  de  l'espace. 

]•  Par  deux  points  fixes,  B  sur  ^,  G  sur  ^',  combien  peut-on  mener 
de  ces  quadriques  S2  passant  par  un  point  X  de  g"  et  un  point  Y  de  g'" 
de  manière  que  X,  Y  et  l'axe  a^  soient  dans  un  même  plan?  SoitX  un 
point  de  g"  ;  le  plan  (aj3,  X)  coupe  g"'  en  un  point  Y  et  la  quadrique 
menée  par  Ct,  A,  B,  C,  Y  coupe  g"  en  deux  points  Z.  Inversement, 
prenons  un  point  Z  sur  g"  ;  C2,  A,  B,  C,  Z  déterminent  une  quadrique  S» 
coupant  g"'  en  deux  points  Y  et  chacun  des  plans  (a(3,  Y)  donne,  sur  g'\ 
un  point  X  ;  la  correspondance  des  points  X  et  Z  est  donc  (2,  2)  et  donne 
quatre  coïncidences. 

2*  Par  un  point  fixe  B  de  ^,  combien  peut-on  mener  de  quadriques  S2 
passant  par  des  points  X  de^',  Y  de  g",  U  de  g'",  de  manière  que  le 
plan  XYU  passe  par  «|3?  D'api  es  les  mêmes  principes  et  en  appliquant  le 
résultat  précédent,  on  trouve  une  correspondance  (2,  4)  et  six  coïnci- 
dences. 

3"  Enfin  on  reconnaît,  par  un  procédé  identique,  qu'il  existe 
2  -{-  6  =s  8  plans,  par  a|3,  coupant  g,  g',  g",  g'"  en  des  points  d'une 
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quadrique  contenant  c»  et  A  ;  mais  (a3.  A)  est  un  de  ces  plans  et  doit 
être  exclu.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  plans  des  eoniquis  qui  s'appuient  sur  quatre  droites  données  et  qui 
passent  par  deux  points  etune  conique  donnée  enveloppent  une  surface  de 
septième  classe. 

Corollaires.  I.  Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  axe  «^  et  qui 
coupent  C2  en  deux  points  en  s'appojant  de  plus  sur  g,  g\  g"  engendrent 
une  surface  du  septième  ordre.  Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un 
point,  qui  touchent  une  conique  et  qui  rencontrent  trois  droites  données 
engendrent  une  surface  du  14»  ordre, 

II.  Les  cercles  dont  le  plan  passe  par  un  axe  et  qui  reposent  sur 
trois  droites  enrelop}  ent  une  surface  du  septième  ordre. 

13.  Soit  enfin  un  système  de  six  droites.  Le  raisonnement  est  le  même 
que  dans  le  cas  précédent;  seulement  les  quadriques  S2  passent  par  deux 
des  six  droites,  au  lieu  de  passer  par  C:  et  A;  il  n'y  a  donc  pas  de 
rédaction  finale. 

Les  plans  des  coniques  qui  reposent  sur  six  droites  enveloppent  une 
sur/ace  de  huitième  classe  (*). 

Nous  ferons  usa^e  du  corollaire  suivant. 

Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  axe  a3  et  qui  reposent  sur  cinq 
directrices  rectilignes  engendrent  une  surface  du  huitième  ordre. 

Cette  suiface  sera  étudiée,  avec  quelques  détails,  au  Chapitre  IL 

14.  Si  de  toute  la  discussion  qai  précède  (n"  2  à  13),  nous  ne  retenons 
que  les  cas.  où  Tordre  total  du  système  des  directices  est  égal  à  6.  nous 
pouvons  résumer,  de  la  manière  suivante,  les  résoltats  obtenus. 


(♦)  Ce  résultat  est  connu.  M.  Hcerholzer  a  résolu  la  que.'stion  corrélative 
et  a  étudié  (Math.  Ann.,  t.  2)  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  qui 
touchent  six  droites.  Le  même  problème  a  été  repris  par  Caylet  {Malh.  Ann,, 
t    4). 

Ainsi  que  nous  l'avons  annoncé,  notre  intention  n'est  pas  d'étudier  le.s 
systèmes  simplement  infinis  de  coniques  reposant,  par  sept  points,  sur  des 
directrices,  ni  les  coniques,  en  nombre  fini,  qui  reposent,  par  huit  points,  sur 
ces  directrices.  Mentionnons  seulement  que  M  Lokoth  { Jour n.  f.  Malh.,  t  68) 
et,  tout  récemment  M.  J.  I)b  Vriks  (Koninklijke  Académie  v.  Wetonschappen, 
Amsterdam,  septembre  1901)  ont  donné  le  nombre  des  coniques  reposant  sur 
huit  droites. 
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Etant  donné,  dans  Vespace,  un  ensemhle  de  lignes  uniciirsales  d'ordres 
respectifs  n,  n'.  ...»  de  manière  que  Von  ait 

n-\-n'  -{-  '  •  =  6. 

si  toutes  ces  lignes  sont^  deux  à  deux,  sans  points  communs,  les  plans  gui 
les  rencontrent  en  six  points  d'une  conique  enveloppent  une  surface  dont 
la  classe  est  égale  à 

V  =  8  -  (%  —  1)  —  (»'  -  1) 

Cette  surface  contient  toutes  les  quadrisécantes  du  système  de 
directrices,  car  tout  plan  par  une  quadrisécante  coupe  ces  lignes  en  six 
points  d'une  conique  dégénérée;  la  surface  contient  aussi  évidemment 
toutes  les  directrices. 

On  suppose  expressément  que  les  directrices  n'ont  pas  de  points 
communs.  Car,  si  deux  des  directrices  passent  par  un  point  M,  la  classe 
de  la  surface  enveloppée  se  réduit,  en  général,  d'une  unité  :  tout  plan 
passant  par  M  coupe,  en  effet,  les  directrices  en  cinq  points  distincts 
seulement  qui  sont  toujours  sur  une  conique.  La  surface  de  classe  v 
dégénère  en  ce  point  M  et  une  surface  de  classe  v  —  1.  Toutefois,  pour 
être  certain  que  le  point  M  ne  doit  pas  être  compté  plus  d'une  fois,  il 
faut  traiter  quelques  exemples  par  le  principe  de  correspondance 
appliqué  ci-dessus  :  la  réponse  est  généralement  négative. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  droite,  d'une  conique  et  d'une  cubique  gauche 
passant  par  deux  points  de  la  conique,  les  plans  des  coniques  reposant, 
par  six  points,  sur  ce  sjsième  enveloppent  une  surface,  non  plus  de  la 
cinquième,  mais  de  la  troisième  classe.  Par  suite,  les  cercles  dont  le  plan 
tourne  autour  d'un  axe  et  qui  passent  par  trois  points  d'une  cubique 
gauche  circulaire  engendrent  une  surface  du  troisième  ordre.  Et  les 
cercles  osculateura  d'une  telle  cubique  gauche  engendrent  une  surface  du 
.neuvième  ordre. 

Un  autre  exemple  a  servi  de  point  de  départ  à  M.  Reye  pour  des 
recherches  intéressantes  :  deux  cubiques  gauches,  ajant  un  point  commun, 
déterminent,  par  le  procédé  que  nous  étudions  ici,  une  surface  de 
troisième  classe;  mais  ces  deux  courbes  sont  aussi  sur  une  surface  du 
troisième  ordre.  M.  Reye (*>  examine  les  relations  de  ces  surfaces;  il 

(♦)  Reye,  Beziehungen  der  allgemeinen  Flàche  3"»  Ordnung  m  einer  covariânten 
Ftdche  3'»'  Classe  {Math.  Ann.,  t.  55), 
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remarque  notamment  qu'elles  passent  toutes  deux  par  les  six  bisècantes 
communes  des  deux  cubiques;  ces  bisècantes  forment,  sur  les  deux 
surfaces,  la  moitié  d'un  double-sixain  de  Schlafli. 

Lorsque  le  système  des  directrices  comprend  des  points  par  où  passent 
plus  de  deux  courbes,  la  réduction  subie  par  la  classe  v  obéit  à  une  loi 
qui  ne  paraît  pas  susceptible  d'une  expression  simple;  on  peut  s'en 
assurer  dans  des  cas  particuliers. 


CHAPITRE  II. 


Sur  certaines   surfaces   algébriques   engendrées  par  des 
systèmes  de  coniques. 

t&.  Si  l'on  prend  le  système  le  plus  général  de  oo'  coniques,  ces 
courbes  engendrent  une  surface  S  et  leurs  pians  enveloppent  une  déve- 
loppable  r;  la  surface  S  est  évideniraent  déterminée  par  la  dévelop- 
pable  r  et  par  cinq  directrices  dont  chacune  contiendra  généralement  un 
point  de  chaque  génératrice.  On  sait  aussi  que  la  développable  tangente 
à  deux  coniques  génératrices  infiniment  voisines  tend  vers  la  dévelop- 
pable circonscrite  à  la  surface  S  le  long  d'une  de  ces  coniques. 

Tel  est  le  point  de  départ  d'un  mémoire  important  de  M.  Ed.  Weyr  (*). 
Les  développements  qui  vont  suivre  n'auront  guère  que  cette  origine 
commune  avec  le  travail  cité;  nous  prendrons  immédiatement  un  autre 
chemin. 

Soit  a{3  l'intersection  de  deux  plans  aet|3  infiniment  voisins  tangents 
à  r.  ou  soit  aj3  la  génératrice  de  contact  du  plan  a  contenant  une  des 
coniques  Cj  qui  décrivent  S.  Imaginons  une  surface  S'  engendrée  par 
une  conique  dont  le  plan  tourne  autour  de  a|3  comme  axe  fixe  et  qui 
admet  le  même  système  de  directrices  que  la  surface  S.  Il  est  clair  que 
S'  aura,  le  long  de  Cj,  la  même  développable  circonscrite  que  S.  Donc 
certaines  constructions  relatives  à  la  surface  S  se  déduisent  de  construc- 
tions analogues  relatives  à  la  surface  S'. 

D'un  autre  côté  l'ordre  de  la  surface  S  dépend  de  l'ordre  de  S'.  En 
effet,  adjoignons,  au  système  c  des  directrices  de  S  une  droite  ç  indé- 
pendante, c'est-à-dire  une  droite  n'ayant,  avec  les  lignes  de  c,  aucune 
relation  spéciale,  telle  que  point  commun,  etc.  Les  plans  des  coniques 

(*)  Ed.  Wkyr,  Zur  Théorie  der  Flàchen,  welche  eine  Schar  von  Kegehchnillen 
enthalten  (Monatshefte  f.  Math.  u.  Phys.,  t.  II). 
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qui  reposent,  par  six  points,  sur  le  système  c-|-^  enveloppent  une 
surface  U  de  classe  f*  par  exemple.  Si  v  est  la  classe  de  la  développabie 
r,  il  existe,  en  général,  uv  plans  tangents  communs  à  U  et  r,  donc  (jiv 
coniques  reposant,  par  six  points,  sur  c-|-^  et  dont  le  plan  touche  r. 
Par  suite,  les  coniques  dont  le  plan  louche  r  et  qui  reposent,  par  cinq 
points,  sur  c,  engendrent  une  surlace  rencontrée  ^v  fois  par  une  droite 
quelconque;  l'ordre  de  cette  suiface  est  donc  uv.  Si  la  développabie  r 
est  remplacée  par  un  axe  fixe,  la  surface  S  d'ordre  uv  est  remplacée  par 
une  surface  S'  d'ordre  /x. 

IG.  Les  considérations  qui  précèdent  nous  amènent  à  donner  une 
attention  spéciale  aux  surfaces  S'  et  à  leur  accorder  la  priorité.  Dans  le 
présent  chapitre,  nous  nous  bornons  même  à  l'étude  de  cette  famille  de 
surfaces.  Lorsque  l'ordre  total  des  directrices  est  précisément  égal  à  cinq, 
chaque  directrice  de  degré  m  est  coupée  m  fois  [>ar  une  conique  généra- 
trice c».  Soit  «  l'ordre  de  la  surface  engendrée.  Tout  plan  mené  par 
l'axe  «3  contient  une  seule  conique  c^  et  l'axe  a^  est  donc  une  droite 
multiple  dont  le  degré  de  multiplicité  est  n  —  2. 

Prenons  l'axe  pour  arête  iTi  =  ar?  =  0  du  tétraèdre  de  référence  et 
désignons  par  zn  une  fonction  quelconque,  entière  et  homogène  en 
Xt,  Xi  et  du  degré  t.  L'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

Coupons  par  un  plan  .a;,  =  )xi  et  représentons  par  'i/i  la  fonction  ç< 
où  Xi  et  X2  font  remplacés  par  A  et  1.  Nous  aurons 

La  conique  située  dans  le  plan  Xt  ==  /.X2  dégénère  en  deux  droites 
pour  les  valeurs  de  /  qui  satisfont  à  l'équation 


^n  -^«-l  ^fi 


n-i 


!    'Vn-l      'Vn-i  ^«--' 

Cette  équation  est  du  degré  3»  —  4  en  /. 

Donc,  si  une  sur/aee  d'ordre  n  est  engen  Irée  par  dei  coniques  dont  le 
plan  passe  par  un  axe  fixe,  il  y  a,  en  général^  3n  —  4  de  ces  coniques  gui 
dégénèrent  en  deux  droites. 

Si  toutes  les  coniques  du  système  passent  par  deux  points  fixes  0  et  0' 
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de  l*axe,  on  choisira  ces  points  comme  sommets  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence et  l'on  aura  (j'n-î  ^  0  et  '|'«_2  =  0. 

Il  y  a  n  —  2  valeurs  de  A  qui  annulent  '^'n-2  et,  pour  ces  valeurs,  la 
conique  dégénère  en  deux  droites  dont  l'une  coïncide  avec  00'.  Ou  bien, 
il  y  a  w  —  2  nappes  de  la  surface  qui  sont  tangentes  à  un  même  plan 
tout  le  long  de  00'.  Ces  n  —  2  valeurs  de  A  sont  comprises  parmi  les 
3n  —  4  solutions  de  l'équation  précédente;  par  suite,  il  y  a  encore 
2n  —  2  autres  coniques  dégénérant  en  deux  droites  dont  l'une  passe 
par  0  et  l'autre  par  O'. 

Nous  avons  emprunté  cette  remarque  à  un  mémoire  de  M.  Blutel{*). 

Si  donc,  dans  les  cas  particuliers,  nous  découvrons  3n  —  4  coniques 
dégénérant  en  deux  droites  différentes  de  l'axe,  nous  pourrons  affirmer 
qu'il  n'y  a  point  de  nappe  de  la  surface  tangente  à  un  même  plan  tout 
le  long  de  l'axe  «(3. 

lï.  Supposons  maintenant  une  surface  engendrée  par  une  conique 
dont  le  plan  tourne  encore  autour  d'un  axé,  mais  qui  rencontre,  chacune 
en  un  seul  point,  cinq  directrices  curvilignes  d'ordres  respectifs 
M,,  Mî,  n»,  «/,,  «5.  Soit  g  une  droite  quelconque  de  l'espace;  appelons 
d{nt,  %2,  -fizf  ««,  ^i)  l'ordre  de  la  surface  considérée  et  d(«i,  %s,  «s,  w,,  1) 
l'ordre  d'une  surface  analogue,  où  la  directrice  ns  est  remplacée  par  la 
droite  g.  Cette  dernière  surface  rencontre,  en  général,  la  courbe  ns  en 
«5  X  ^(^i,  ^2,  «j,  fil,,  1)  points  et  ce  même  nombre  exprime  combien  de 
génératrices  de  la  première  surface  rencontrent  ^  ;  on  a  donc 

On  procède  de  même  de  proche  en  proche  et  l'on  a  finalement 

d(ni,  nj,  Uiytik,  «s)  =  «in2W5»4«5  5(1, 1, 1,  1, 1). 
Or,  daprès  le  n»  13,  5(1,  1,  1,  1,  1)  =  8. 

D'autre  part,  on  voit,  par  des  considérations  d'infiniment  petits,  que 
la  développable  circonscrite  à  la  surface  à  directrices  curvilignes,  le 
long  d'une  conique  Ct  qui  passe  par  les  points  A,  B,  C,  D,  E  de  ces  direc- 
trices, se  confond  avec  la  développable  circonscrite,  le  long  de  cette 
même  conique,  à  une  autre  surface  qui  aurait  pour  directrices  les  tan- 
gentes, en  A,  B,  C,  D,  E,  aux  directrices  courbes. 

(♦)  km.  de  rÉc(Ue  Normale  (3),  VII. 
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Ainsi,  la  surface  à  cinq  directrices  curvilignes  rencontrées  une  fois  par 
chaque  conique  génératrice  dépend  de  la  surface  à  cinq  directrices  recti- 
ligneu  en  ce  qui  concerne  certaines  propriétés  et  notamment  V ordre. 

18.  Par  tout  ce  qui  précède,  nous  sommes  conduit  à  choisir,  pour 
l'étude  plus  approfoniie,  la  surface  engendrée  par  des  coniques  dont  le 
plan  passe  par  un  axe  ajS  et  qui  s'appuient  sur  cinq  directrices  recti- 
lignes. 

Cette  figure  nous  a  été  signalée  par  M.  J.  Nedberg.  Par  une  coïn- 
cidence heureuse,  c'est  aussi,  dans  Tordre  d'idées  que  nous  exposons 
ici,  la  surface  la  plus  générale  dont  nous  ayons  pu  établir  l'équation. 

Puisque  nous  savons  qu'elle  est  du  huitième  ordre,  nous  la  désignerons 
par  Ss.  Nous  savons  aussi  qu'elle  admet  pour  droite  sextuple  l'axe  a3 
que  nous  supposons  déterminé  par  l'intersection  de  deux  plans  ax  =  0, 
Px  =  0.  Elle  contient  les  cinq  directrices  yo,  y'i' ,  y"à" ,  £?,  t'z>' ,  chacune 
déterminée  de  même  par  deux  plans  ;  nous  désignons  par  C,  C,  C",  E,  E' 
les  points  où  ces  directrices  sont  rencontrées  par  une  conique  généra- 
trice Ci.  Par  hypothèse,  les  directrices  et  l'axe  sont  des  droites  indépen- 
dantes, c'est-à-dire  que  deux  d'entre  elles  ne  se  coupent  pas,  que  quatre 
d'entre  elles  ne  sont  pas  des  rayons  d'un  même  système  réglé,  etc. 

La  surface  Ss  contient  les  dix  couples  de  droites  »,  réelles  ou  imagi- 
naires conjuguées,  rencontrant  à  la  fois  l'axe  ap  et  trois  des  directrices, 
car  ces  droites  i  appartiennent  à  des  coniques  Cz  dégénérées  ;  Ss  contient 
aussi  vingt  droites  /'  s'appuyant  chacune  sur  a/3,  sur  une  droite  i  et  sur 
les  deux  directrices  qui  ne  rencontrent  pas  »,  car  les  droites/  complètent 
les  coniques  dégénérées  dont  font  partie  les  droites  i.  Le  nombre  de 
vingt  coniques  dégénérées  concorde  avec  le  résultat  du  n'  16  et  il  n'y  a 
pas  de  nappe  de  Ss  tangente  à  un  même  plan  tout  le  long  de  x2>. 

La  surface  Sg  possède,  outre  l'axe  et  les  directrices,  quarante  lignes 
droites. 

19.  Pour  rendre  l'étude  actaelle  indépendante  du  Chapitre  I,  suppo» 
sons  que  l'on  ne  connaisse  pas  l'ordre  de  la  surface  Ss-  On  pourrait 
néanmoins  reconnaître  directement  que  cette  surface  est  unicursale. 
Car,  par  un  de  ses  points,  M,  on  peut  mener  une  droite  unique,  h,  ren- 
contrant à  la  fois  («jS  et  une  directrice  y^  choisie  à  volonté  ;  h  perce  un 
plan  t:  en  un  point  P,  image  de  M.  Réciproquement,  la  droite  menée  de 
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P  et  s'appuyant  sur  ofj3  et  yiî  ne  rencontre  plus  Ss  qu'en  un  seul  autre 
point  M. 
Ainsi,  la  surface  Ss  est  représentable  sur  un  plan  ou  unicursale. 

«O.  D'après  cela,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  Ss  doivent  pouvoir 
s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres. 

Le  choix  de  ces  paramètres  est  aisé  :  le  premier  sera  la  quantité  co 
telle  que 

OCx  +  M^x  =  0 

représente  le  plan  (a(3,  M);  le  second  sera  le  rapport  anharmonique  du 
point  M  et  des  points  C,  C,  C"  où  la  conique  Cz  passant  par  M  coupe 
trois  des  directrices  choisies  à  volonté  et  rangées  dans  un  ordre  arbitraire 
mais  fixe. 

Ce  rapport  anharmonique  A  est  aussi  celui  des  plans  qui  projettent 
C,  C,  C",  M  des  deux  axes  îw,  t'f',  puisque  les  traces  de  ces  axes  sur 
le  plan  de  C2  appartiennent  aussi  à  d.  Représentons  les  plans  ci-après 
par  les  équations  écrites  en  regard 


(£$»,  C),  £a:  + AlO-x  =  0, 

(e'f ,  C),         £j!  -j-  k,<px  =  0, 

(s(p,  C"),     £x  -\-  Aitpx  =  0, 
(e(p,  M),      sx~\-k(px  =0, 

On  doit  donc  avoir 


(£>',  C),  £i  +  /i9i=0, 

(ev.c),  e;  +  ;,(p;  =  o, 

(£'cp',C"),  eL-\-hf.==0, 

(e'(p',  y,),  e;  4-  l(p'^  =  0. 


kt — As        A2  —  k        h — It        li —  l        ^ 

hi  —  A(  kl  —  «  /s  li  M  """   l 

Calculons  ki  :  les  plans  (e(p,  C),  y»,  àx  et  le  plan  (ajS,  M)  représenté  par 
a«+  w(3a:  =  0  se  coupent  en  un  même  point;  donc  on  a 

I  ti  +  Aicpi    yi    ai    «i  4-  &3|3,  1=0,     (i  =  1,  2,  3,  4), 

ou  encore 

(2)  (tyda.)  -f  *,  ir/^a)  +  co  (ej/a/3)  +  ;i.w  ((pyfJjS)  =  0. 

On  trouve,  d'une  manière  analogue,  des  équations  donnant  kt,ks,li,lt,l% 
en  fonctions  de  co. 

Substituant,  dans  (1),  ces  fonctions  à  k\,  ki,  ks,  /i,  h,  h,  et  y  rempla- 
çant k  par- *    l  par — ^^  ,    on  a  deux  relations  linéaires  en  a?, 

9*  9, 
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liréai'e?   on  /,   cubiques  en  w;  à  ces  relations  on  joindra  l'équation 

«x  -\-  w|3x  ^  0. 

On  aura  aitsi  trois  égalités  q  i  pernetiront  de  trouver  les  variables 
ast,  Xi.  Xs,  Xi,  proportionnelks  à  des  fonctions  entières  et  du  septième 
degré  en  w,  du  secoiid  degré  en  /..  Si,  entre  ces  égalités,  on  élimine  / 
et  cù,  on  h  l'équation  de  la  surface  Sg.  Si  l'on  y  regarde  A  comme  con- 
stante, elles  représentent  une  courbe  gauche  uniciirsale,  du  septième 
ordie,  Cl. 

Un  plan  mené  par  a,S  ne  coupe  C:  qu'en  un  seul  point  non  situé  sur  ajS; 
donc  ce?  axe  est  une  sécante  sextuple  de  c-,.  Comme  on  peut  combiner, 
de  dix  manière?,  1.  s  cinq  directrices  trois  à  trois  et  comme  on  peut  faire 
varier  /,  la  surface  ?s  contient  dix  systèmes  de  oo'  courbes  Ci]  quelques 
unes  de  cts  lignes  peuvent  remplacer,  comme  directrices  de  la  surface, 
le  même  n<  mbre  de  directrices  rectilignes  données. 

Nous  avens  donc  démontré  ce  théorème  : 

Ze  lieu  d'un  point  M.  deSs  gui  /orme  un  rapport  anharmonigue  con- 
stant avec  les  points  d'appui  de  C2  iur  trois  directrices  est  une  courbe 
rationnelle  du  septième  ordre  ayant  l'axe  a(3  pour  sécante  sextuple. 

m.  D'ap  es  ce  qu'on  vient  de  voir,  l'équaiion  de  la  surface  Ss  résulte 
de  Téliminhi  on  des  1,  c^es  /,  de  /  et  de  (ù  entre  les  relations  (1),  les 
égalités  £x -|- /{ <pi  =  0,  t^'\- 1^1  =  0,  celles  qui  donnent  ii,  k7,  ks, 
l\ ,  /».  h,  *^n  f  notion  de  w  et  enfin  «x  +  ^i^*  =  0- 

/  est  élimine  si  l'on  réduit  le  système  (1)  à  l'équation 
.,.  •*!  —  h%      ki  —  k h  —  It      h  —  l 

^^  ïr^,^'k;:^k~ïr-r,u-i' 

On  y  rempli  ce  d'abord  A  par ,  l  par ■;  ;  puis,  pour  elimi- 

Çx  Ç, 

Ctx  , 

ner  w,  on  1©  remplacera  par  — ^  dans  l'équation  (2)  et  les  cinq  analo- 

j-x 

gués,  ce  qai  donnera  k\  sous  forme  d'un  rapport  de  deux  fonctions 
linéaire;:  et  homogènes  en  «Xx,  ^«,  soit 

'        F,  (ax,  |3x)  ' 
On  trouvera  de  même 


-  18  - 

En  portant  ces  valeurs  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (3), 

on  trouve. 

/.F, -/5F.      M.  +  F,£x^ 

/2F,— /,F,      /.9x-j-F,è/' 

le  Second  membre  né  diffère  du  premier  qùè  par  la  substitution  tles 

symboles  s',  9'  à  s,  «p  (ces  derniers  sont  implicitement  anus  ies  /  et  F). 

Lèâ  [)oitits  dont  ies  codirdonhées  annulent  /iF»  — /jF,  sont  sitùéâ 

dans  deux  plans  X  passant  par  a|S,   car  la  fonction /1F5 — /3F1   est 

quadratique  et  homogène  en  «x  et  (3x;  de  plus,  pour  tout  point  M  situé 

dans  un  de  ces  plans  X,  ^1  (  ou:^  J  est  égal  à  As  (  ou—  j  et  les  plans 

(£13^  C)  et  (£9,  C")  coïncident,  c'est  à-dire  que  chaque  plan  X  coupe 
■'');  y"è"  et  £2)  en  trois  points  alignés.  En  d'autres  termes  encore,  les 
quatre  droites  «|3.  yd,  y"ô",  zv  sont  rencontrées  par  deux  droites  i  réelles 
ou  imaginaires  conjuguées;  les  plans  Z  sont  les  plans  (aj3,  t). 

Pareillement,  /jFg  - /4F2  =  0  représente  deux  plans  par  a/3  qui 
coupent  y'^',  y"à'\  £9  en  trois  points  alignés. 

Pour  tout  point  M  dont  les  coordonnées  annulent  ftzix  -\-  Fjîx,  Aj  est 
égal  à  ki  c'est-à-dire  que  les  plans  (î®,  C)  et  (£'f,  M)  coïncident  ou  qu'il 
existe  une  droite  issue  de  M  et  s'appuyant  sur  aj3,  y'^\  £(p;  le  lieu  de 
ces  points  est  l'hyperboloïde  passant  par  a|3,  y'6' .  £9. 

Pareillement,  /i©x-}- Ficx==  0  représente  l'hyperboloïde  déterminé 
par  aj3.  yà,  £9. 

Le  second  membre  de  l'équation  de  Ss  aura  une  interprétation 
analogue,  sauf  substitution  de  £'9'  à  £9. 

Il  convient  de  condenser  encore  les  notations  :  numérotons  1,2,3,4,5 
les  directrices  y5,  y'è' ,  y" à" y  £9,  e'9'. 

Désignons  par  («(3)  {h,  h',  h")  l'ensemble  des  deux  plans  qui  co..lien- 
neht  a|3  et  qui  coupent ,  en  des  points  alignés,  les  directrices  numérotées 
A,  h\  h"  et  soit  (a|3)(A,  A',  h")  =  0  l'équation  de  ce  couple  de  plans. 
Appelons  (a|3.  A,  h')  l'hjperboloïde  ayant  pour  génératrices  d'un  même 
système  l'axe  a|3  et  les  directrices  numérotées  h  et  h' ,  et  soit 
{:/fj,  A,  h')  =  0  l'équation  de  cet  hyperboloïde. 

Le.  premier  membre  des  équations  que  nous  venons  de  définir  peut- 
être  affecté  d'un  facteur  numérique  arbitraire;  l'équation  de  la  surface  S» 
aura  donc  la  forme 

m/L»      [(«3)  (1.  3.  4)]  [{4)  (2,  3,  5)]  («p,  2.  4)  («^,  1.  5)  _  ,^^^^^,,, 
^  ^  Us      [(a(3)  (2,  3.  4)]  [(«p)  (1,  3,  5)]  («jS,  1,  4)  («^  2,  5) 
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t*.  Chacune  des  surfaces  T»  et  U«  se  décompose  en  deux  couples  de 
plans  et  deux  quadriques;  la  directrice  3  est  la  seule  qui  n'app«rtienne 
à  aucune  de  ces  surfaces  partielles;  le  fait  qu'elle  se  trouve  sur  Ss  peut 
servir  à  déterminer  la  constante  du  second  membre;  il  sufBt,  en  effet, 
de  remplacer,  daùs  le  premier  membre,  les  coordoncées  courantes  par 
les  coordonnées  d'un  point  de  3. 

On  sait  que  les  coordonnées  homogènes  a?,  d'un   point  peuvent  être 

regardées  comme  des  fonctions  linéaires  c,i  des  coordonnées  cartésiennes 

multipliées  par  un  facteur  p  qui  peut  varier  d'un  point  à  l'autre,  tandis 

que  les  coefficieotj  des  fonctions  ^  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points. 

Ts 
Seulement  le  coefficient  p  n*affecte  pas  la  fràtîtion  —  dont  lôs  termes 

sont  homogènes  et  du  même  degré.  On  peut  donc  imaginer  que  l'on 

opère  dans  un  système  de  coordonnées  cartésiennes,  et  la  valeur  que 

Ts 
prend  —  quand  on  y  remplace  les  variables  par  les  coordonnées  o'on 

point  M  est  le  rapport  des  puissances  Pt,  P„  de  ce  point  relativement 
aux  deux  systèmes  Tg.  Us,  ces  puissances  étant  comptées  dans  une 
direction  donnée  A  et  multiiJiées  par  des  constantes  Ct,  «•  qui  dépendent 
des  coefficients  des  formes  Tg,  Ug,  It  et  de  la  direction  A,  mais  non  du 
point  choisi  M. 

Oh  UoU  une  directrice  quelconque  3,  on  répartit  le»  autres,  de  deux 
manières,  en  deux  couples  tels  que  1,  4  ;  2,  5  et  2,  4;  1,5.  On  considère  : 
d'une  part,  Us  quatre  plans  qui  ■projettent,  de  aô.  les  droites  s'appuyant 
sur  3  et  sur  chacun  des  deux  premiers  couples;  plus  les  deux  hyperboloï' 
dis  ayant  pour  génératrices  d'un  même  système  a/S  et  chacun  des  dtux 
derniers  couples;  —  d'autre  part,  quatre  plans  et  deux  hyperboloïdes  ana- 
logues aux  précédents  et  obtenus  en  intervertissaiil  les  couples  1,4;  2,  5 
avec  2, 4;  1,5.  Le  rapport  des  puissances i  dans  une  direction  A,  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  3  relativement  aux  deux  systèmes  ci  dessus 
définis  est  une  conttante  fx..  La  surface  Sg  est  le  lieu  des  points  dont  les 
puissances,  dans  la  même  direction,  relativement  aux  mêmes  systèmes,  est 
la  même  constante  jx, 

tl3.  Il  est  naturel  de  prendre,  pour  la  direction  A,  la  droite  3  elle- 
même;  or,  les  points  où  elle  perce  les  plans  (aj3)(l,  3.  4)  sont  les  mêmes 
que  ceux  où  elle  rencontre  l'hyperboloïde  (ajS,  1 ,  4)  et  de  même  pour  les 
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autres  couples  de  plans  et  hyperbolui  les  ;  par  suite,  pour  un  point  de  3, 
on  a  Pt  =  Pu  et,  dans  l'équation  (4),  la  constante  du  second  membie  est 
Ct  :  c„.  Donc,  pour  tout  point  M  de  Ss,  on  a  Pt  =  Pu,  ce  qu'on  peut  énon- 
cer de  la  manière  suivante. 

Si  par  un  point  M  on  mène  une  droite  6  parallèle  à  S;  si  cette  droite 
coupe,  en  Pi.  P,,  ...jPs,  les  quatre  couples  de  plans  (a^':)  (1,  3,  4),  («p) 
(2,  3,  5),  (a(3)  2,  6,  4),  (ap)  (1,6,  5),  el  en  Q,,  Q2,  ...,  Qs,  les  plans  {a{'.) 
(2,3,4),  (aj3)(l,3,5),  («p)(l,6,4),  {oi^){2,Q,h),Végalité 

MP,  .  MPî  .  .  MP8  =  MQ,  .  MQ2 ...  MQs 
caractérise  les  points  de  la  surface  Ss. 

Quant  au  rôle  spécial  de  la  directrice  3,  il  provient  du  choix  des 
directrices  4  et  5  comme  axes  de  faisceaux  et  de  la  forme  donnée  au 
rapport  anharmonique  /;  ces  choix  sont  arbitraires  et  chaque  directrice 
peut  être  amenée  à  jouer  le  rôle  spécial  de  3. 

94.  L'équation  (4)  montre  évidemment  que  la  surface  Ss  est  du  hui- 
tième ordre  et  admet  a|3  comme  droite  sextuple. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

Ts  —  ^Us  =  0. 

Donc  Ss  appartient  à  un  faisceau  dont  font  partie  les  systèmes  T,  et 
Us;  le  plan  tangent  en  un  point  M  de  Ss  passe  donc  par  l'intersection  des 
plans  polaires  de  M  relatifs  à  Ts  et  Us  et  la  construction  de  ces  plans 
polaires  se  ramène  à  une  série  de  problèmes  du  premier  et  du  second 
degré. 

Les  éléments  de  la  courbure  de  Ss  en  un  point  M  dépendent  des  mêmes 
éléments  de  la  quadrique  polaire  du  point  M  relativement  à  la  surface (*.). 
Mais  les  quadriques  polaires  d'un  point  par  rapport  aux  surfaces 
d'un  faisceau  forment  aussi  un  faisceau  et  la  quadrique  polaire  d'un 
point  d'une  surface  passe  par  ce  point;  donc  la  quadrique  polaire  de  M 
relative  à  Ss  est  déterminée  par  M  et  par  l'intersection  d  de  ses 
quadriques  polaires  relatives  aux  systèmes  Ts  et  Us (**"). 


(*)  La  propriété  analogue  pour  les  cubiques  planes  a  été  donnée  par 
M.  Demoulin,  Sur  diverses  co  iséquencea  du  théorème  de  Newton  (Mém.  Acad.  roy. 
de  Belgique,  t.  XLV).  Pour  le  théorème  général  relatif  aux  courbes  et  surfaces, 
voir  Servais,  Sur  la  courbure  des  polaires  (BuUet.  id.,  1891),  Stuyvaert,  Sur  la 
courbure  des  lignes  et  de»  surfaces  (Mém.  id.,  1897). 

(**)  Comparer  SiuYVABai,  Problèmes  de  construction  {Mathesis,  1899). 
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Donc,  les  éléments  de  la  courbure  de  Sg  dépendent  d'une  intersection  de 
quadriques. 

Les  tangentes  ioflexionnelles  de  Ss  en  M  sont  les  génératrices 
rectilignes  de  sa  quadriqne  polaire,  donc  aussi  les  bisécantes  de  c*  issues 
de  M. 

9&.  On  a  vu,  au  début  de  ce  chapitre,  une  construction  géométrique 
donnant  une  représentation  de  Ss  sur  un  plan.  Dans  la  suite  on  a 
calculé  les  coordonnées  d'un  point  de  Sg  en  fonction  de  deux  pararoètres 
0)  et  /,  ce  qui  fournit  encore  une  représentation,  mais  différente  de  la 
première.  Nous  reprenons  à  présent  cette  seconde  représentation. 

La  correspondance  entre  les  a?  et  /,  «  se  présentait  sous  ia  forme  de 
trois  relations  linéaires  en  x\  les  deux  premières  étaient  linéaires  en  À 
et  cubiques  en  (ù,  la  troisième  (a, -|- (>)!3x  =  0)  était  linéaire  en  <«>  et 
indépendante  de  /.  Nous  avons  dit  que  Ton  pouvait  en  tirer  des  valeurs 
des  X  proportionnelles  à  des  fonctions  du  neuvième  ordre,  contenant  X 
au  carré  et  o)  à  la  septième  puissance,  ce  que  nous  indiquons  par  la 
notation  conventionnelle 

ca?,  =/.(co^/'). 

Pour  rendre  ces  fonctions  homogènes,  on  peut  poser  par  exemple 

."«  ."« 

et  les  foiictions /seroLt  du  neuvième  ordre,  tout  en  ne  renfermant  ut 
qu'à  1%  seconde  puissance  et  U|  qu'à  la  septième.  Si  ui,  ui,  uj  sont  les 
coordonnées  homogènes  d'un  point  d'un  plan  tt,  les  courbes  fondamen- 
tales Ikffi,  c'e^t  à-dire  les  couibes  images  des  sections  planes  de  Si, 
oot  un  point  septuple  commun  au  sommet  ui  =  -/.i  =  0  du  triangle  de 
référence  et  un  point  double  au  sommet  _u»  =  pj  =  0. 

le  point  septuple  correspond  à  la  directrice  1  ou  yd,  car /«,,  =  y$ 
^=0  rend  /  iuiicii  et  'jt>  indéterminé;  or,  si  /  est  infini,  les  égalités  (1) 
montrent  que  t  =^  ii  et  l  =  lt  et  que  le  point  M  coïncide  avec  C.  Le 
point  double  correspond  à  la  conique  génératrice  du  plan  j3x,  car,  pour 
ui  ^^  u»  =  0,  /  est  indéterminé  et  &>  ou  —  a,  :  ^x  infini. 

Aux  droites  du  plan  tt  passant  par  le  point  septuple  correspondent 
les  cot.iques  génératrices,  sauf  pour  la  droite  us  =0  qui  répond  au  seul 
point  où  yd  perce  le  pian  ^t.  Aux  droites  du  plan  tt  passant  par  le 
point  double  répondent,  en  gêcéral,  les  coarbes  Ci.  lieux  des  points  M 
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correspondant  à  une  même  valeur  de  X;  il  y  a  exception  pour  la  droite 
|c;i  =  0  déjà  citée  et  pour  les  droites  f;ij  =  0  et  «»  ==  ^s  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  0  et  1  du  rapport  anharraonique  /  et,  par  suite,  qux 
directrices  y'd'  et  -/"ô"  de  S». 

En  général,  quand,  sur  le  plan  tt,  les  courbes  fondamentales  sont  du 
neuvième  ordre,  la  surface  rt'présentée  est  du  81";  mais  l'existence  du 
point  septuple  et  du  point  double  communs,  comptant  pour  49-|-  4  ==  53 
intersections,  réduit  ce  degré  à  28;  or,  nous  savons  que  \n  surface 
représentée  est  du  huitième  ordre;  donc  les  courbes  fondamentales  ont 
encore  vingt  points  R  communs,  répondant  à  vingt  droites  de  Sg;  de 
plus,  les  droites  joignait  ces  points  R  au  point  septuple  répondent  à 
vingt  autres  droites  de  Ss  ;  les  quarante  droites  ainsi  trouvées  consti- 
tuent les  vingt  coniques  dégénérées  {i-\-j)  dont  il  a  déjà  été  parlé. 

Si  les  courbes  fondamentales/ n'ont  pas,  en  général,  d'autres  points 
singuliers  que  leurs  points  double  et  septuple,  le  genre  de  ces  courbes  est 

28  —  21  —  1  =  6, 

puisque  le  point  septuple  compte  pour  21  points  doubles.  Les  sections 
planes  de  S»  sont  du  même  genre  et,  en  effet,  si  Ss  n'a  pas  d'autre  ligne 
multiple  que  l'axe  aj3,  les  sections  planes  du  huitième  ordre  n'ont  qu'un 
point  sextuple  sur  aj3  et  leur  genre  est 

21  -15  =  6. 

Mais  il  est  évident,  d'après  la  génération  de  Ss,  que  cette  surface  n'a 
pas  d'autre  ligne  singulière  que  a|3,  sinon  les  coniques  génératrices 
auraient  toutes  un  point  singulier  sur  cette  ligne;  or,  il  n'y  a  que  vingt 
coniques  génératrices  à  point  double. 

*0.  Par  quoi  sera  représentée,  sur  le  plan  t:,  la  droite  aj3  sextuple 
sur  Ss  ? 

Appelons  A>  le  point  double.  Bt  le  point  septuple  des  courbes /sur  le 
plan  TT,  Une  conique  génératrice  répondant  à  la  valeur  Wi  de  w  contient 
deux  points  Pi  et  P2  de  a,3,  poqr  lesquels  /  prend  des  valeurs  /|,  /j;  les 
points  pi,  P2,  images  de  Pi,  P2  sont  à  l'intersection  d'une  droite  67^1^2 
ayant  pour  équation  jw-i  =  «,17.3  avec  deux  droites  A^fi,  Kip-i  ayant  pour 
équations  fj  =  ^iju-s  et  i:;2  = /2,"3.  Les  deux  faisceaux  (B7),  (A2)  sont 
tels  qu'à  un  rayon  dq  premier  répondent  deux  rayons  du  second,  et  ils 
engendrent  une  courbe,  image  de  a|3;  n^ais  un  rayon  A2^  de  (Aa)  repré- 
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sente  une  courbe  c?  de  la  surface  et  ceiie-ci  a  six  poitts  sur  xfi,  c'est-à- 
dire  qu'un  rayon  du  faisceau  (A»)  répoiî4  4  Ç'x  rayons  â}i  f^jsceau  (Çt)} 
ces  deux  faisceaux  engendrent  donc  une  courbe  du  huitièrne  degré  r^. 
Elle  pasiie  évidemment  par  les  vingt  points  fondamentaux  simple^  fl. 
puisque  ceux-ci  représentent  des  droites  qui  rencontreLt  a.^. 

L'axe  a/S  a  pour  image,  sur  le  plan  r,  tme  courbe  du  huitième  qrçire 
ayant  un  point  double  en  A2,  un  point  sextuple  en  B7  et  passant  par  les 
vingt  points  R. 

Comme  vérification,  remarquons  qu'une  courbe  du  8«  ordre  de  r  repré- 
sente, en  général,  sur  Ss,  une  courbe  d'ordre  8X9;  mais  comme 
Tg  passe  six  fois  par  le  point  septuple,  deux  fois  par  le  point  double  et 
une  fois  par  20  p')int8  simples,  il  y  a,  de  ce  chef,  une  réductitn  totale 
de  6  X  7  -|-  2  X  2  -f-  20  =  66  et  la  courbe  représentée  est  du  degré 
72  —  66  =  6,  ce  qui  correspond  à  l'ordre  de  multiplicité  de  a(3. 

*7.  De  même,  quelle  est  l'image  des  directrices  4  et  5  ? 

Les  points  fondamentaux  R  représentent  des  droites  de  Ss  dont  t^us 
les  points  correspondent  à  la  même  valeur  du  rapport  anharraoniqije  ^, 
ce  qui  peut  arriver,  1°  pour  les  trois  couples  de  droites  i  et  \e  coupjp  cje 
droites  /  rencontrant  4  et  5,  2°  pour  les  trois  couples  de  droites  /  rencon- 
trant 4  et  les  trois  couples  de  droites  y  rencontrant  5.  Les  directrices 
4  (Bt  5  jouent  des  rôles  identiques  dans  toute  la  théorie;  leiir?  courbes 
images  sot.t  donc  du  même  degré  x.  Ces  courbes  admettent,  pour  pojnts 
communs  simples,  le  point  A*  (car  la  conique  représentée  par  A;  ren- 
contre 4  et  5)  et  les  huit  points  R  représentant  des  droites  1  et/  qui 
rencontrent  à  la  fois  4  et  5. Chacune  passe  encore  par  six  autres  p.iints  R, 
et  rencontre  une  seule  fois  un  rayon  mené  par  B7  et  représentant  une 
conique  génératrice,  de  sorte  que  B7  est  un  point  [x  —  1)'''*  pour  ces 
deux  courbes.  Enfin,  comme  4  et  5  ne  se  rencontrent  pas,  leurs  courbes 
images  ne  peuvent  se  couper  qu'en  des  points  fondamentaux,  donc  on  a 

{x  —  \y-\-9==x\ 
d'où  x  =  o. 

Chacune  des  directrices  4  et  o  est  représentée,  sur  le  plan  tt,  par  une 
courbe  T^  du  cinquième  ordre,  ayant  Bj  pour  point  quadruple,  A,  pour 
point  simple  et  passant  par  14  points  R. 

S8.  Pour  vérifier  le  résultat  précédent,  cherchons  l'ordre  de  la 
courbe  représentée  par  Ts;  les  courbes  fondamentales  étant  du  9*  degré, 
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uue  courbe  du  5*  ordre  représente,  en  général,  une  ligne  du  45*  on^re; 
mais  r»  ayant  un  point  quadruple  au  point  septufile  des  courbes  A  un 
point  sinaple  au  point  double  des  /  et  passant  encote  une  fois  par 
14  points  R,  il  y  a,  de  ce  chef,  une  réduction  totale  de  4  X  "^-f-  2  X  ^ 
-j-  14  =  44  unités  et  Ts  représente  une  ligne  d'ordre  45  -  44  =  1 . 

Voici  une  autre  vérification  :  la  directrice  4  ne  rencontrant  pas  «,5, 
les  courbes  T^  et  Ta  ne  peuvent  se  couper  qu'en  des  points  f^ntlaraen 
taux,  et  l'on  a  effectivement 

5X8  =  6X4  +  2x1  +  14. 

La  connaissance  des  courbes  fs  images  des  directrices  4  et  5  nous 
fournit  une  conséquence  curieuse. 

Un  rayon  par  A,  coupe,  en  général,  en  quatre  points  (non  fondamen- 
taux), la  courbe  l'g.  Donc  toutes  les  courbes  c?  de  la  surface  Ss  fcdm.  iteni 
les  directrices  4  et  5  comme  quadrisécantes. 

Par  suite,  il  y  a  quatre  coniques  dont  le  plan  paisse  par  «p  et  qui 
reposent  sur  les  directrices  1,  2,  3,  4,  5,  de  telle  façon  que  le  rapport 
anharmonique  de  leurs  points  d'appui  sur  1,  2,  3,  4  soit  égal  à  un 
nombre  donné.  Or,  si  l'on  regarde  5  comme  une  droite  '[utlconque  do 
l'espace,  on  a  donc  ce  théorème  : 

Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  cf.{i)  et  qui  rencontrent  quatre  direc- 
trices rectilignes  en  des  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  donné 
engendrent  une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  a.{6  comme  droite 
double  [*). 

99.  Par  le  point  sextuple  d'uLC  section  plane  de  Ss,  on  peut  mei.er, 
en  général,  14  tangentes  t  à  cette  courbe,  «yant  leur  contact  D  ailleuis 
qu'au  point  singulier;  le  plan  mené  par  t  et  «JS  contient  une  conique 
génératrice  C2  ayant  deux  points  coïncidents  en  D,  donc  tangente  au 
plan  ^  de  la  section  considérée,  à  moins  que  D  ne  soit  un  point  double 
de  C2.  Réciproquement,  s-i  €2  touche  ^  en  D,  sa  tangente  t  eu  D  rencontre 
la  section  plane  de  Ss  par  ^  en  deux  points  coïncidents  en  D;  donc  ^est 
tangente  à  cette  section  plane. 

Ainsi,  tout  plan  gui  ne  passe  pas  par  un  des  vingt  points  (g)  est  tan- 
gent à  quatorze  coniques  génératrices. 


(•>  Ceci  est  un  commencement  de  solution  d'une  question  que  nous  a  posée 
M.  Servais. 
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En  particulier,  si  aucune  droite  i  n'est  parallèle  à  la  droite  j  corres- 
pondante, il  y  a  quatorze  paraboles  parmi  les  coniques  génératrices  de  Ss 

Il  en  résulte  aussi  que  les  tangentes  à  Ss  issues  d'un  point  P  de  afj 
formeiit  un  cô:.e  du  14'  ordre,  puisque  tout  plan  mené  par  P  contient 
quatorze  de  ces  tangentes  ;  la  droite  a.'^  est  multiple  d'ordre  12  sur  ce 
côae,  puisque  tout  plan  mené  par  a.^  ne  contient,  outre  a(3,  que  deux 
tangentes  de  P  à  Sg. 

On  [leut  conjecturer  par  là  qu'il  doit  y  avoir  douze  coniques  généia- 
trices  de  Ss  tangentes  à  «3.  La  conjecture  est  vérifiée  par  ce  fait  que, 
sur  le  plan  r,  la  courbe  r»,  image  de  a,6,  qui  a  un  point  sextuple  en  B7 
et  un  point  double  en  A*  a  douze  tangentes  issues  de  B7  et  ces  douze  tan- 
gentes représentent  autant  de  coniques  génératrices  tangentes  à  a(3. 

Si  donc  on  imagine  un  système  de  coniques  reposant  sur  quatre 
droites  1,  2,  3,  4  et  touchai. t  une  cinquième  droite  a|3,  on  obtient  une 
surface  qui  est  rencontrée  douze  fois  par  une  droite  5  quelconque;  un 
plan  par  ajS  coupe  cette  surface  suivant  l'axe  aj3  et  deux  coniques  géné- 
ratrices. On  a  donc  ce  théorème  : 

La  sur/ace  engendrée  par  une  conique  s  appuyant  sur  quatre  droites  et 
en  touchant  une  cinquième  est  du  douzième  ordre  et  admet  la  cinquième 
droite  comme  ligne  multiyle  d'ordre  8. 

30.  Les  nombres  caractéristiques  trouvés  au  n°  précédent,  pour  Ss, 
se  véririent  encore  si  l'on  applique,  à  cette  surface,  la  théorie  générale 
des  singularités,  théorie  exposée  par  Salmon  et,  pour  le  cas  d'une  droite 
multiple,  par  Zeuthen(*). 

Mais,  avant  d'utiliser  les  formules  de  ces  auteurs,  il  faut  voir  si  Ss 
u'a  pas  d'autres  singularités  ponctuelles  que  sa  droite  sextuple.  Lps 
seuls  points  pour  lesquels  il  peut  y  avoir  doute  sont  les  points  doubles 
des  coniques  dégénérées  (i-\-j). 

Soit  E  le  point  commun  à  une  droite  i  qui  s'appuie  sur  tx^,  1,  3,  4 
et  à  la  droite  correspondante  y  qui  passe  par  les  traces  de  2  et  5  sur  le 
plan  (a3,  t).  Remontons  à  l'équation  (4), 

T»  _  [(g^)  (1,3.  4)]  [(a,3)  (2,  3,  5)]  («,3,  2,  4)  (a3,  1.  5) 

Us       [(a,3)  [2,  3,  4 ,]  [  a/3)  (1 ,  3,  5;]  (a|3,  1,  4)  (a[ô,  2,  5)  ""  °°"'  *"  ^• 

(•)  .'-ALMON,  Trattt'  de  géométr.e  analytique  à  3  dtmtnnom,  lll"  partie.  — 
Zkuthk.n,  iïtcAtrcAe  lies  singularités  qui  ont  rapporta  une  droite  multiple  d'une 
surface  (Math.  Ann.,  t.  lY;. 
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Le  point  E  est  sur  un  des  plans  [(a3)  (1,3,4)];  mais  romrac  il 
n'annule,  eénéralement,  aucun  ^lutre  facteur  f|u  numérateur,  E  est  un 
pojnt  simple  dfl  la  surface  Tg  Or,  E  se  trouve  sur  les  deux  hyperbo- 
loïde?  (a3,  I,  4),  (a3,  2,  5j;  c'est  donc  un  point  double  de  Us-  Si  donc 
E  avait  pour  coordonnées  a;^  =  arj  =  a?»  =  0.  le  terme  en  ce]  marquerait 
dans  Tg,  mais  npn  le  terme  en  xl;  au  contraire,  dans  Ug,  les  termes  en 
x]  et  x]  seraient  nuls;  donc,  à  moins  que  la  constante  du  second  mem- 
bre ne  soit  infinie,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général,  les  termes  en  x]  ne  se 
détriiiraient  pas  et  E  est  un  point  simple  de  S'a. 

Ainsi  la  surface  Ss  a  >^  droite  septuple  comme  seule  gingulariîé.  Or, 
les  formules  de  Salmon  et  Zeuthen,  trop  longues  à  repnduire  ici, 
donnent,  pour  une  surface  du  huitième  ordre  à  droite  sextuple,  les  lésul- 
tats  suivants  : 

La  surface  est  de  classe  52;  une  section  plane  quelconque  est  de  classe  26 
et  a  240  tangentes  doubles  et  54  inflpxïons;  tm  cône  circonscrit  quelconque 
est  de  V ordre  26  et  a  200  génératrices  doubles  et  66  génératrices  cuspi- 
dalfs;  un  cône  ayant  son  sommet  sur  a6  se  compose  de  cet  axe  compté 
deux  fois  et  d'un  cône  résidu  de  l'ordre  14.  de  la  classe  50,  ayant  aJp  comme 
arête  12p'*;  il  y  a  vingt  points  sur  a3  teU  que  deux  des  coniques  généra- 
trices qui  y  passent  coïncident,  etc. 

St.  M.  Weyr,  dans  le  mémoire  cité  précédemment,  considère  la 
surface  la  plus  générale  engendrée  par  des  copiquep.  11  établit  géonap^ri- 
queraent  que  la  développable  circonscrite  à  cette  surface  le  long  d'une 
conique  génératrice  est  de  classe  4,  3  ou  2,  suivant  que  deux  coniques 
génératrices  consécutives  ont  0,  1  ou  2  points  communs.  La  fin  de  spn 
travail  contient  une  démonstration  analytique  de  ce  théprèrae  qui  cons- 
titue une  généralisation  élégante  de  la  propriété  des  plans  tangents  le 
long  d'une  génératrice  d'une  surface  réglée.  Dans  cette  démonstration 
analytique,  la  conique  est  représentée  par  deux  équatioRS  ep  coordon- 
née^i-poinis  ou  par  une  équation  tangentielle  à  diîcriminant  nul.  Le 
mémoire  de  M.  Weyr  contient  en  outre  un  grand  nombre  de  propriétés 
et  de  constructions  intéressantes. 

Avant  d'avoir  lu  ce  travail,  nous  avions  établi  le  théorème  auquel  il 
vient  d'être  f  lit  allusion  et  nous  allons  consigner  ici  notre  raisonnement, 
parce  qu'il  s'applique  à  toutes  les  surfaces  représentables  sur  un  plan, 
quand  les  courbes  fondamentales  d*orde  n  ont  en  commun  un  point  mul- 
tiple d'ordre  n  —  2  plus  un  point  double. 
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Nous  avons  représenté  la  surface  S»  par  les  équations 

Un  point  x',  infiniment  voisin  de  x  sur  la  conique  génératrice  Ct  a 
pour  coordonnées 

Un  point  x",  infiniment  voisin  de  x  sur  la  courbe  c?  a  pour  coor- 
données 

,i"fl?;.'  =  /,  [(«  +  d(ù)\  }.']  =  pxi  +  (f 0)  ^  -f  •  •  • 

En  faisant  abstraction  des  infinioient  petits  d'ordre  supérieur  au 
premier,  on  a  des  points  voisins  de  x  sur  les  tangentes  à  c,  et  à  Ci.  et  le 
plan  de  ces  trois  points,  ou  le  plan  tangent  en  ic  à  Ss  a  pour  équation, 
les  coordonnées  courantes  étant  X<, 


^      df       df 

d'A         don 


=  0, 


ou  encore 


dK      df.      aoi  \ 

Les  termes  des  deuxième,  troisième,  quatrième  colonLe  de  ce  déter- 
minant sont  respectivement  de  degré  1,  1  et  2  en  /.  Si  l'on  regarde  co 
comme  constant  et  /  comme  variable,  l'équation  du  plan  tangent  en  pn 
point  mobile  M  de  la  conique  génératrice  d  est  fonction  du  quatrième 
degré  de  A  et  ce  plan  envelo^^pe  une  ûéveloppable  de  quatrième  classe. 

Par  tout  point  X  de  l'espace,  on  peut  mener  quatre  plans  tangents 
à  cette  développable;  ceux-ci  contiendront  chacun  une  tangente  à  c» 
et  toucheront  donc  le  cône  de  sommet  X  et  de  base  C2. 

Ainsi  tout  cône  du  S'xond  ordre  et  par  suite  aussi  toute  quadrigue 
passant  par  une  conique  générairice  de  Ss  touche  la  surface  en  quatre 
points  de  cette  conique. 

Cette  propriété  est  une  extension  d'un  théorème  relatif  aux  surfaces 
réglées  :  tout  plan  mené  par  une  génératrice  rectiiigne  toucbe  1^ 
surface  en  un  point. 

La  démonstration  qui  précède  montre  aussi  que  la  développable 
circonscrite  est  unicursale.  De  plus,  si  dans  la  dernière  équation,  on 
regarde  lieg  X<  copame  quatre  paramètres  arbitraires  hoa^ogènes»  oif  9k 
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1  equatiou  d'une  involution  I*.  Il  était  d'ailleurs  évident  géoméUMque- 
ment  que  les  groupes  de  quatre  points  de  Cj  dont  les  plans  tangenis 
concourent  forment  une  telle  involution,  puisque  trois  points  quel- 
conques déterminent  un  point  X  commun  à  leurs  plans  tangents  et,  par 
suite,  un  quatrième  point  complétant  le  groupe.  Remarquons  erfin  que 
cette  involution  a  quatre  groupes  de  quatre  points  coïncidents. 

39.  Dans  l'étude  de  la  surface  Ss,  nous  avons  supposé  que  les  direc- 
trices et  l'axe  étaient  des  droites  indépendantes. 

Admettons  maintenant  qu'il  n'en  soit  plus  ainsi  et  voyons  d'abord 
ce  qui  arrive  quand  il  j  a  des  poims  conimuns  à  deux  des  directrices. 
D'après  le  Chapitre  I,  chacun  de  ces  points  communs  réduit,  en  général, 
d'une  unité,  l'ordre  de  la  surfuce. 

F*our  le  vérifier,  rappelons  l'équation  de  Ss  : 

Ts^[«/3)(1,3.4)3  [(«/3)  (2,  3.  5  ]  (a/3^2^4Ka6,2,  5)_  ^^  ^^_^^^^ 
Us      [(a^)  (2,  3,  4)]  [(a/3)  (1,3,  5)]  (a/3,1,  4)  (a^,  2,5)      ''''"'  '"  ^' 

Si  les  directrices  1  et  3  ont  un  point  commun  P,  le  l 'an  (a/3,  P)  est 
à  la  fois  un  des  plans  (a/3)  (1,3,  4)  et  un  des  plans  (a8)(1.3,  5);  les 
deux  termes  de  la  fraction  ci-dessus  ont  donc  un  facteur  linéaire 
commun  et  la  surface  Ss  se  décompose  en  un  plan  (a/3,  P)et  u  e  surface 
du  septième  ordre.  Si  les  directrices  2  et  4  ont  un  point  coumun  Q,  la 
quaHrique  (a/3,2,4)  dégénère  en  deux  plans  dont  l'un  est  (a/S.Q)  et 
celui-ci  esl  aussi  un  des  plans  (a/3)  (2,  3,  4),  donc  il  y  a  encore  un 
facteur  (a/3,  Q)  commun  aux  deux  termes  de  la  fract  on,  etc. 

Cependant  il  y  a  une  exception  curieuse  :  si  'rois  directrices  1,  2,  3, 
sor.t  dans  un  même  plan  r,  toutes  les  coniques  génératrices  se  décom- 
posôt.t  en  deux  droites  dont  l'une  décrit  le  système  réglé  (a|3,  4,  5)  et 
l'autre  le  plan  r. 

Les  cas  des  points  communs  à  deux  directrices  ne  sont  pas  les  seuls 
à  considérer;  lorsque  quatre  directrices  1,  2,  3,  4  sont  des  rayons  d'un 
même  système  réglé,  les  plans  (a,3)  (1,  3.  4)  se  confondent  avec  les  plans 
(a/3)  (1.  2.  4)  et  l'équation  précédente  indique,  de  ce  chef,  une  réduction 
de  deux  unités  dans  l'ordre  de  la  surface;  si  les  cinq  directrices  sont  des 
rayons  d'un  même  système  réglé,  il  est  évident  que  la  surface  se  confond 
avec  la  quadrique  support  de  ce  système. 

Il  se  peut  aussi  que  l'axe  aJ{j  ne  soit  pas  indépendant  des  direcirices; 
nous  remettons  à  plus  tard  l'examen  du  (as  cù  cet   axe  rencontre  une 
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des  directrices;  tuais  nous  pouvoos  constater  ici  que,  si  l'axe  et  trois 
directrices  1,  2,  4  sont  des  rayons  d'un  même  système  réglé,  les 
quadriques  («|3,  2,  4)  et  (a/3,  1,  4)  sont  identiques,  ainsi  que  les  couples 
de  plans  (aS)  (2,  3,  4)  et  (aS;  (1,  3,  4),  ce  qui  donne  une  réduction  de 
quatre  unités  au  moins;  et  si  l'axe  est  situé,  avec  les  c;nq  directrices 
(sans  points  conomuns)  sur  une  même  surface  cubique,  la  surface  Sg  se 
réduii  évidemment  à  celte  surface  cubique. 

3S.  Puisque  nous  avons  rencontré  la  surfa<  e  générale  du  troisième 
ordre  comme  cas  particulier  de  la  surface  Sg,  nous  (.ou vous  esquiss  r 
une  représentation  plane  de  la  surface  cubique  qui  soit  une  application 
de  la  méthode  que  nous  avons  exposée(*). 

Prenons,  sur  la  surface  cubique  ^-,,  six  droites  sans  points  communs, 
apj  1,  2,  3,  4,  5.  La  surface  est  décrite  par  la  conique  reposant  sur 
1,  2,  3,  4,  5  et  dont  le  plan  «x-j-  «Pj  =  0  tourne  aatoar  de  ap.  Un 
point  M  de  i-,  est  déterminé  par  le  paramètre  w  et  le  rapport  anhnrmo- 
nique  /  de  M  et  des. points  d'appui  de  U  conique  génératrice  sur  1,  2,  3. 
Posons,  comme  précédemment, 

ffri        - ^ 

Sur  le  plan  t:,  les  coaibas  fondamentales  d'ordre  x  auront  un  point 
{x  —  2)p"  en  B  (yi  =  ju,-,  =  0>,  puisque  les  droites  mei  ées  par  ce  point 
doivent  représenter  les  coniques  génératrices  Cj.  Le  point  A  (y.|=uj=0) 
représente  la  conique  Px  et  comme  eelle-ci  coupe  deux  fois  toutes  les 
sections  planes  de  ^5,  A  doit  être  un  point  doable  des  courbes  fondamen- 
tales. Les  sections  planes  sont  de  genre.  1;  il  doit  en  être  de  même  des 
coarbes  tbndati.entales;  or,  celles-ci  ont  un  point  double  et  un  point 
{x  —  2)P'%  donc 

{{x-\){x-2)-',(x-2){x-3)-l  =  l. 
d'où  j;  =  4.  Ainsi  les  c-urbes  fondamentales  sont  du  quatrième  degré  à 
deux  points  doubles  ;  l'ordre  de  la  surface  repré.'^entée  est,  y  étant  la 
nombre  des  points  fondamentaux  simples  R, 

4X4-2X  "^-2X2-^  =  3, 
d'où  y  =  5.  Donc  il  y  a  cinq  coniques  Cj  dégénérées,  ou  la  droite  «(3  est 
rencontrée  par  10  des  27  droites  de  Ist  cô  qui  est  connu. 

(•)  Cette  idée  nous  est  suggérée  par  M.  Servais. 
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Les  courbes  fondameutaleé  pëuVeni  dégénéret',  de  deux  manières,  en 
une  cubique  et  une  droite  :  d'abord,  là  droite  peut  passer  par  B  et 
réprésenter  une  conique  C2,  tàmiis  que  la  cubique  passera  par  les  cinq 
points  R  et  par  B  et  aura  A  pour  point  double;  cette  cubique  représente 
donc  ft{3;  —  ou  bien  la  droite  peut  passer  par  A  et  représenter  une 
conique  y,  lieu  des  points  M  de  même  rapport  anhàrmonique  sur  les 
coniques  C2;  la  cubique  a  alors  B  pour  point  double,  A  et  les  R  pour 
points  simples  et  elle  représente  une  droite  de  2j,  autre  que  «6, 
1,  2,  3,  4,  5  et  ne  rencontrant  pas  a/3;  cette  droite  est  dans  le  plan  de 
toutes  les  coniques  y». 

Ainsi,  les  coniques  d'une  surface  du  troisième  ordre  situées  dans  un 
faisceau  de  plans  reticontrent  trois  droites  de  la  surface  en  des  ternes  de 
points.  Le  lieu  d'un  point  M  de  ces  coniques  formant,  avec  ce  terne,  un 
rapport  anhàrmonique  constant  est  une  autre  conique  dont  le  plan  passe 
par  une  droite  fixe  de  la  surface. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  ici  cette  étude  qui  nous  entraînerait  hors 
de  notre  sujet. 

34.  Nous  avons  vu  que  la  surface  Ss  la  plus  générale  comprend 
quatorze  coniques  géuératrices  tangentes  à  un  plan  donné  ^,  pourvu  que 
ce  plan  ne  passe  pas  par  un  point  double  d'une  conique  génératrice.  Donc 
léil  coniques  dont  le  plan  passe  par  ap,  qui  s'appuient  siar  quatre  droites 
1,  2,  3,  4  et  qui  touchent  un  plan  ^  efagendrent  une  surface  S|«,  dli 
14»  ordre  (puisqu'elle  rencontre,  en  14  points,  une  droite  quelconque  5). 
Tout  plan  par  a'fi  contient  deux  coniques  génératrices,  de  sorte  que  aj3 
éfet  Une  droite  décuplé  dé  iS,,.  D'aprëà  sa  définition,  cette  surface  toUché 
le  plan  ^  en  tous  les  points  où  elle  le  rencontre  et  le  lieu  Hes  contacts  est 
une  courbe  du  septième  ordre  à  point  quintuple  sur  a|3.  Ce  fait  peut 
encore  être  vérifié  par  d'autres  mcjens;  ainsi,  toute  droite  menée  dans 
le  plan  ^  et  rencontrant  «3  détermine  un  plan  passant  par  a|3,  touche 
deux  coniques  génératrices  et  contient  donc  deux  couples  de  points 
coïncidents  de  Si»;  ou  encore,  la  surface  S»  étudiée  précédemment 
touche  sur  la  directrice  5,  un  plan  /)  mené  par  cette  droite,  en  sept 
points,  car  ce  plan  yj  coupe  Ss  suivant  la  droite  5j  plus  une  courbe  du 
septième  ordre. 

Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  axe,  qui  s'appuient  sur  quatre 
droites  et  qui  touchent  un  plan  engendrent  une  turf  ace  du  14"  ordre  ayant 
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V axe  pour  droite  décuple  et  touchant  îè  plan  donné  le  long  d'une  céurhè 
du  septième  ordre. 

33.  Appliquons  le  théorème  du  n*  17,  au  cas  de  quatre  directiices 
itctilignes  I,  2,  3,  4,  plus  une  conique^»  rencontrée  une  fois  par  chaque 
conique  génératrice  d  ;  nous  obienon»  une  surface  Sic  du  îeirième  ordre 
ajant  a|3  pour  droite  12^'^. 

Soit  fi  le  plan  de  ia  conique  g^  et  0  le  point  où  il  coupe  a3.  Menons, 
par  0,  dans  le  plau  /;,  une  droite  quelcoi  que  couparii  g^  en  A  et  B.  Les 
coniques  gétératrices  déterminées  par  A  et  B  coupent  encore  AB,  les- 
peciiveoient  en  A'  et  B'  et  ces  derniers  points  décrivei.t,  dans  le 
plan  •/;,  une  courbe  ou  un  système  d'ordre  16  —  2  =  14,  coupant  g^  en 
28  points.  Ceux-ci  répondent  à  des  coïncidences  de  A  ou  B  avec  A'  ou 
B'.  Or,  les  coïucidences  de  points  A  et  A'  (ou  B  et  B'j  appartiennent  à 
des  coniques  Co  touchàrit  y,;  d'après  le  n*  précétienr.  ces  courbes  mar- 
quent, sur/;,  une  ligne  du  septième  ordre  rencontrant  gz  en  14  points. 
Restent  14  coïucidences  de  points  A  avec  B'  ou  B  avec  A';  mais  si  A  se 
cotifond  avec  B',  les  deux  coniques  e>  situées  dans  lé  plan  (aiS,  AB)  se 
confondent  et  B  coïncide  avec  A';  donc  les  14  coïncidences  de  points  A 
et  B'  ou  B  et  A'  sont,  deux  à  deux,  sur  sept  droiies  issues  de  0.  Ainsi  Sie, 
outre  sa  droite  12?'",  a  7  coniques  doubles;  à  la  vérité,  elie  a  encore 
deux  autres  coniques  doubles,  pour  les  coïucidences  de  poims  A  et  B,  ou 
pour  les  tangentes  de  g%  issues  de  O,  mais  ces  deux  dernières  coniques 
sont  étrangères  à  ce  qui  va  suivre,  parce  qu'elles  ne  répondent  pas  à 
des  points  doubles  de  la  section  de  Si^  par  le  plan  y\. 

D'après  cela,  il  j  a  sept  coniques  d  qui  rencontrent  une  fois  ch'Cune 
des  directrices  1,  2,  3,  deux  fois  ia  courbe  gt  et  qui  rencontrent  une 
droite  quelconque  4.  JDunc  ou  peut  énuiicer  le  résultat  suivant,  conforme 
au  n"  12. 

Les  coniques  dont  le  plan  passe  par  un  axe  aj3,  qui  coupent  deux  foi* 
une  conique  donnée  et  s'appuient  sur  trois  droites  données  engendrent  une 
surjace  du  septième  ordre  ayant  «,3  comme  droite  quintuple. 

3tt.  La  surface  S?  définie  ci-dessus  peut-être  traitée  par  une  méthode 
analogue  à  celle  du  u**  20.  Pour  plus  de  clarté,  nous  choisirons  d'abord 
un  téiraèdre  de  référence  spécial  :  l'arête  Xi  =='  Xî  =  0  sera  l'aie  ap, 
«■X  et  /3x  Seront  rempacés  par  Xi  et  Xs  ;  nous  Sup^ioserons  que  ces  deux 
pians  touchent  la  conique  direcirice  gt  située  dans  la  face  â;4  =  0;  enûa 
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la  f-tce  x-i  passera  par  les  points  ao  contact  de  ^2  avec  Xt  et  Xi.  La 
c  unique  ^2  peut  alors  éire  représentée  par  les  équations 

x^  \  x-r-  X;  :  Xi  =  ^^.'.  Q  :  \  :  0. 
Un  plan  Xt  =  oiXs  pas.-ant  par  l'axe  cou|>e  ^j  en  deux  points  Ni  et 
N2  dont  les  paramètres  sont  respectivement  -f-  |/(w  et  —  j/o).  Joiguons 
ces  points  au  sommet  A  {Xi  '^X2  =  Xi  =  0)  du  tétraèdre  et  utilisons 
ces  deux  droites  (variables  a^ec  co)  comme  nous  avons  (n"  20)  utilisé  les 
directrices  4  et  5.  Nous  avions  trouvé  une  équation 

(eyo«)  -j-  kl  (^yôa)  +  co  (ey5|3)  -f  A.ro  (q-y^/S)  =  0 
qui  se  transforme  à  présent  de  la  manié  e  suivante  :  t.c  et  9^  deviennent 
a;,  =  0  et  a7i  =  -\-[/m  Xt  ;  le  déterminant  {':{'y^a,)  se  réduit  donc  à 

1     7.     (î.     1 

73     Oi 


l/w      7-2 

d. 

0 

0     7i 

0:. 

0 

0     y, 

<3» 

0 

=  +l/o> 


7» 


a» 


=  4-i/wy,-,», 


^ij  repiésentant  les  coordonnées  pluckériennts  de  la  directrice  yo  ou  1. 
On  trouve  de  même 

{eyda)=  —  qa,     {ey$^)  =  gtn      ((p'/fîiS)  =  ^42  —  l/w^i4. 

Par  suite,  kt  est  le  quotient  de  deux  fonctions  de  w,  la  première 
est  rationnelle  et  linéaire  en  w,  la  sec  nde,  (a<y(5a) -j- w  (tpy^p)  est  le 
produit  de  [Xoà  par  un  poljnôme  complet,  du  second  degré  en  )/w; 
donc  Ail/w,  Ajl/co,  h{/m  sont  des  rapports  de  fonctions  quadratiques 
de  l/^w; 

k,=  J*_—     (i=  1,2,3). 
l/w  Fi 

L'une  des  équations  (1)  du  n"  20  devie.-t 


V^/wF,       |/wF,/V^cÔF; 


a?4         \ 


*'         ), 


a?i  —  !/< 


coa?j 


^/w  F2      l/co  Fj 
ou  encore,  en  remplaçant  Xi  par  wa?j, 
(5)  (AF,  —  /,F,)  (Aw  a?»  —  A  |/»  ^2  —  fl>4  j/^  F2) 

=  l  (/îF»  —  /sFî)  (A w  a?3  —  /i  j/w  Xt  —  a;,  ^/ô)  F,) . 
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La  geconde  équation  ne  diffère  de  celle-ci  que  par  la  substitution  de 
-\-\X(ù  à  — p/w,  car  les  droites  AN|  et  ANj  ne  diffèrent  que  par  le 
signe  de  ce  radical.  Au  reste,  les  deux  équations  peuvent  d'abord  être 
débarassées  du  facteur  p/w  et  alors  elles  sont  licéaires  en  XitH^st^*, 
linéaires  en  1  et  du  septième  ordre  en  iXco. 

Par  addition,  les  termes  en  (^/&j)*'+'  disparaissent,  et  on  a  une  rela- 
tion rationnelle  et  cubique  en  co;  par  soustraction,  les  termes  en  (|X<i>)'' 
disparaissent  et  Von  peut  diviser  par  l/w,  ce  qui  donne  encore  une  rela- 
tion rationnelle  et  cubique  en  co  ;  même  les  termes  en  Xj  ne  contiendront 
u  qu'à  la  deuxième  puissance.  De  ces  deux  égalités,  on  peut  tirer  a;i  en 
fonction  de  À'  et  w*,  x$  et  x*  en  fonction  de  À*  et  co'  et  comme  Xi  =  (ùXi, 
Xi  sera  fonction  de  /'  et  co". 

Ainsi  Ton  aura  une  représentation  plane  de  St  et  les  courbes  fonda- 
mentales, du  8*  ordre,  auront  en  commun  un  point  sextuple,  un  point 
double  et  17  points  simples  correspondant  à  17  coniques  dégénérées. 

Cette  représentation  de  S?  pourrait  donner  lieu  à  des  développements 
analogues  à  ceux  que  nous  avons  donnés  pour  la  surface  Sg.  Nous  ne  les 
exposons  pas  (.our  ne  pas  doqs  répéter. 

Nous  ne  donnons  pas  non  plus  l'équation  de  Sj,  parce  que  le  calcul 
est  trop  long.  Il  suffira  de  l'indiquer  ;  l'équation  (5)  débarassée  du 
facteur  j/aT peut  s'écrire 

U  + 1/»  V  =  /  (U'  +  i/i^W'r, 
l'équation  analogue  est 

U  —  i/w  V  =  A  (U'  -  l/w  V); 

on  en  déduit 

UV'  =  U'V, 

qui  est  entière  et  rationnelle  en  ut  et  où  il  suffit  de  remplacer   ut  par 
Xi  :  Xt  pour  avoir  la  relation  cherchée. 

St.  Nous  avons  dit,  en  parlant  de  la  surface  Sg  à  cinq  directrices 
rectilignes,  qu'il  fallait  réserver  le  cas  où  l'axe  aj8  rencontre  une  des 
directrices,  la  droite  5  par  exemple,  en  un  point  0.  Le  problème  est 
alors  le  suivant  :  trouver  la  surface  engendrée  par  une  conique  qui  passe 
par  un  point  fixe  0,  qui  s'appuie  sur  quatre  directrices  rectilignes  et 
dont  le  plan  passe  par  un  axe  fixe  a|3,  mené  évidemment  du  point  0. 

La  méthode  employée  pour  trouver  l'équation  de  la  surface  Sa  est 

3 
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identiquement  applicable  et  le  résultat  se  simpliâe  comme  il  suit.  La 

relation  (4), 

[(a/3)  (1,3,  4)1  [(g^)  (2,  3,  5)]  (g^,  2,  4)  fa/3,  1,5)       ^^^^^  ^^^ 
[(a/3)  (2,  3,  4)]  [(a/3)  (l,  3,  5)]  (a/3,  1,  4)  (a/3,  2,  5)  ^  ''''°'  ''°  ^ 

représente  la  surface  cherchée;  mais  le  couple  de  plans  [(a/3)  (2,  3,  5)] 
se  compose  du  plan  (a/3,  5)  et  du  plan  (a/3,  0,  2,  3)  contenant  la  droite 
issue  de  0  qui  s'appuie  sur  les  directrices  2  et  3  ;  on  a  de  même 
[(a/3)  (1,3,  5)]  =  (a/3,  5)  X  {ocB,  0.  1,  3); 

la  quadrique  (a/3,  1,  5)  dégénère  en  deux  plans,  savoir  (a/3,  5)  et  (0,  1); 
de  même  (a/3,  2,  5)  =  (a/3,  5)  X  (0»  2;.  Les  deux  termes  de  la  fraction 
ci -dessus  contiennent  le  facteur  (a/3,  5)*  et,  après  suppression  de  ce 
facteur,  il  reste  une  équation  du  sixième  degré 

[(a^)(l,3,4)](a^,0,2,3)(a^,2,4)(0,l)  _  ^^^^^^^^^^ 

[(a/3)  (2.  3,  4)]  (a/3,  0, 1,  3)  (a/3,  1,  4)  (0,  2) 

Les  conséquences  que  l'on  pourrait  tirer  de  cette  forme  sont  analogues 
à  celles  que  l'on  a  déduites  de  l'équation  de  Ss.  Enonçons  quelques 
résultats  : 

Les  coniques  passant  par  un  point  flxe^  s* appuyant  sur  quatre  direc- 
trices rectilignes  et  dont  le  plan  tourne  autour  d'un  axe  fixe  engendrent 
une  surface  du  sixième  ordre  Sa  ayant  l'axe  comme  droite  quadruple  et 
le  point  fixe  comme  point  quintuple.  S«  peut  être  considérée  comme  le  lieu 
des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  systèmes  formés  chacun 
d'une  quadrique  et  de  quatre  plans.  Quatorze  coniques  génératrices 
dégénèrent  en  deux  droites.  Dix  coniques  sont  des  paraboles.  La  dévelop- 
pable  circonscrite  le  long  d'une  génératrice  est  de  troisième  classe.  Etc. 

S8.  Nous  avons  rencontré  précédemment  une  surface  Sie  à  cinq 
directrices  dont  quatre  droites  et  une  conique  rencontrée  une  fois  par 
chaque  génératrice  ;  si  cette  conique  rencontre  l'axe  en  un  point  0,  la 
«urface  St*  se  décompose  en  une  surface  du  sixième  ordre  dont  les 
coniques  génératrices  passent  par  0,  plus  une  surface  Sio  engendrée  par 
des  courbes  Ca  reposant  sur  les  quatre  droites  et  sur  la  conique  directrice 
en  un  point  autre  que  0. 

Voici  encore  d'autres  figures  décrites  par  des  coniques.  En  partant 
de  la  surface  Se  du  n°  précédent  et  en  appliquant  les  raisonnements  des 
qo*  17, 33,  34  on  trouve  les  résultats  suivants. 
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Si  les  coniques  passant  par  un  point  âxe  0  de  l'axe,  rencontrent  trois 
droites  et  une  conique,  cbacaoe  une  fois,  la  surface  est  du  douzième 
ordre,  avec  a3  comme  droite  octuple  et  0  comme  point  décuple.  Si  elles 
reposent  sur  trois  droites  et  touchent  un  plan,  la  surface  est  du  dixième 
ordre  avec  Taxe  pour  droite  sextuple  et  0  pour  point  octuple.  Si  elles 
reposent  sur  deux  droites  et  rencontrent  deux  fois  une  conique,  la  surface 
est  du  cinquième  ordre  avec  l'axe  pour  droite  triple  et  0  pour  point 
quadruple. 

99.  Si  dans  la  surface  Ss  à  cinq  directrices  rectilignes  1,  2,  3, 4,  5, 
les  directrices  4  et  5  rencontrent  l'axe  respectivement  en  0  et  0',  toutes 
les  coniques  génératrices  passent  par  ces  deux  points.  Pourtant  la 
méthode  employée  pour  étudier  la  surface  Sa  peut  être  appliquée  inté* 
gralement  et  le  résultat  subit  deux  fois  la  réduction  que  nous  avons 
trouvée  au  n*  37  pour  la  surface  Sa. 

Ainsi,  toutgg  les  coniques  passant  par  deux  points  fixes  0  et  0'  et  s' ap- 
puyant sur  trois  droites  1,2,3,  engendrent  une  surface  du  quatrième 
ordre  S*  ayant  la  droite  00'  pour  droite  double  et  les  points  0  et  0'  pour 
points  triples. 

L'équation  de  S4  est  de  la  forme 

(a|3.0.2,3)(«(3.0M,3)(0,  1)(0',2) 

(a;3,  0.  1,  3)  (a/3,  0',  2,  3)  (0.  2)  (C,  1)  =<^°^^^«te. 

L'application  de  nos  méthodes  précédentes  à  cette  surface  S4  fournit 
encore  les  propriétés  suivantes. 

Le  lieu  d'un  point  M  de  S4  qui  forme  un  rapport  anharmonique 
constant  avec  les  points  d'appui  de  la  conique  génératrice  sur  les  trois 
directrices  est  une  cubique  gauche  c%  admettant  ajS  comme  bisécante. 
Les  coniques  génératrices  marquent,  3ur  ces  courbes  d,  des  ponctuelles 
pfojectives,  et  inversement.  Par  chaque  point  triple  de  S*,  il  passe  six 
droites  de  la  surface,  autres  que  l'axe.  Parmi  les  coniques  génératrices, 
il  y  a  six  paraboles,  etc. 

4©.  Si  deux  directrices  2,  3  de  la  surface  S4  ont  un  point  commun,  la 
surface  n'est  plus  que  du  troisième  ordre  (S»)  et  a  deux  points  doubles 
0  et  0'.  Outre  la  droite  00',  il  ne  passe  plus,  par  chacun  de  ces  points, 
que  quatre  droites  de  85. 
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'  La  surface  cubique  la  plus  générale  a  27  droites,  mais  toute  droite 
passant  par  un  point  double  compte  double  et  une  droite  joignant  deux 
points  doubles  compte  quadruple. 

La  surface  cubique  à  deux  points  doubles,  0  et  0',  la  plus  générale  a 
quatre  droites  par  chacun  des  points  0  et  0',  outre  la  droite  00'  (n"  16); 
soient  m,  n,  p  trois  droites  par  0;  la  section  de  la  surface  par  chacun 
des  plans  fnn  et  mp  se  complète  par  une  droite  ^,  r;  les  rayons  ^  et  r  ne 
se  rencontrent  pas  et  ne  coupent  pas  00'.  Les  plans  menés  par  q  coupent 
la  surface  suivant  des  coniques;  de  ces  coniques,  cinq  dégénèrent  en 
deux  droites,  savoir  deux  coïncidentes  à  point  double  en  0,  deux 
coïncidentes  à  point  double  en  0'  et  une  cinquième  s-\-t;  une  des 
droites  s  et  t,  par  exemple  s,  rencontre  00'  et  toutes  les  droites  telles  que 
q  et  r,  car  une  des  coniques  du  faisceau  (00')  se  compose  (voir  n*  16)  de 
00'  et  de  la  droite  s;  donc  t  ne  rencontre  ni  00'  ni  r,  parce  que  quatre 
droites  de  la  surface  cubique  ne  peuvent  pas  être  dans  un  plan. 

Ainsi  la  surface  cubique  à  deux  points  doubles  la  plus  générale  admet 
trois  directrices  rectilignes  q,  r,  t,  dont  deux  se  coupent. 

La  sur  face  S,  que  nom  rencontrons  dans  notre  étude  est  donc  la  surface 
cubique  à  deux  points  doubles  la  plus  générale. 

Corollaire.  Si  l'on  prend,  par  rapport  à  la  surface  S^  du  n"  précédent, 
la  première  polaire  d'un  point  quelconque,  on  a  la  surface  Sj  ci-dessus. 

Pour  les  surfaces  S4  et  Sj,  deux  coniques  génératrices  infiniment 
voisines  ont  deux  points  communs;  donc  la  développable  circonscrite  le 
long  d'une  conique  génératrice  est  de  seconde  classe.  Les  surfaces  S» 
et  S5  sont  donc  à  la  fois  lieux  de  coniques  et  enveloppes  de  cônes  du  second 
ordre.  M.  Blutel  a  naturellement  rencontré  ces  deux  figures,  dans  le 
mémoire  que  nous  avons  cité  et  où  il  recherche  toutes  les  surfaces 
susceptibles  de  cette  double  génération. 

41.  En  appliquant  les  résultats  des  n"  17,  33,  34  à  la  surface  S»  du 
n"  39,  on  trouve  les  propriétés  suivantes. 

Les  coniques  passant  par  deux  points  fixes  qui  rencontrent,  une  fois 
chacune,  deux  droites  et  une  conique,  engendrent  une  surface  du 
huitième  ordre  ayant  les  points  fixes  pour  points  sextuples  et  la  droite 
qui  les  joint  pour  droite  quadruple.  Si  elles  s'appuient  sur  deux  droites 
et  touchent  un  plan,  la  surface  est  du  sixième  ordre,  avec  les  points 
fixes  pour  points  quadruples   et  l'axe  pour  droite   double.   Si  elles 
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peneontrent  une  fois  une  droite  et  deux  fois  une  conique  y,,  la  iurfaoe 
est  du  troisième  ordre  à  deux  points  doubles. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  section  par  le  plan  de  yt  se  complète  par  une 
droite  d;  en  faisant  tourner  un  plan  autour  de  d,  la  section  résidue  sera 
généralement  une  conique  et  exceptionnellement  un  couple  de  droites 
concourantes;  eu  prenant  ces  droites  pour  directrices,  on  est  ramené  au 
cas  du  n*  précédent. 

La  surface  cubique  obtenue  ici  est  donc  encore  une  fois  la  surface  la 
plus  générale  à  deux  points  doubles. 


CHAPITRE  III. 

Sur  une  gerbe  linéaire  de  cubiques  gauches. 


49.  Appelons  gerle  linéaire  de  cubiques  gauches  un  ensemble  de  lignes 
du  troisième  ordre  tel  que,  par  tout  point  de  l'espace,  il  passe  une  courbe 
de  cet  ensemble  et  une  seule. 

On  connaît  un  certain  nombre  de  systèmes  pareils;  leurs  caracté- 
ristiques ont  été  étudiées  par  M.  SturmW. 

Deux  de  ces  systèmes  ont  fait  l'objet  d'un  examen  plus  approfondi  : 
l'un,  que  nous  appelons  çerie  de  Reye  se  compose  de  toutes  les  cubiques 
gauches  passant  par  cinq  points  (**)  ;  l'autre,  que  nous  appellerons  gerie 
de  Sturm  est  l'ensemble  des  courbes  du  troisième  ordre  admettant,  de  la 
même  manière,  un  même  tétraèdre  d'osculation(**^*). 

A  l'inverse  de  ce  qui  se  présente  pour  les  faisceaux  de  coniques, 
ces  deux  systèmes  de  cubiques  gauches  ne  se  déduisent  pas  l'un  de 
l'autre  par  spécialisation.  Bien  plus,  ils  présentent  des  différences 
notables;  aussi  avons-nous  recherché  quel  est,  à  défaut  de  filiation,  le 
lien  de  parenté  de  ces  deux  gerbes.  Le  résultat  de  ces  recherches  sera 
exposé  ci-après  et  peut  se  résumer  de  la  manière  suivante. 

(•)  R.  Sturm,  Frzeugnme,  Elemeniar$yiteme  u.  Charahteristiken  von  cubtschen 
Raumzurven  (Journ.  f.  Math  ,  t.  ^9).  —  id.,  Wettere  Untenuckungen  ilber  cub. 
Maume.  (ib.,  t.  8D).  —  id.,  Ueber  hôh,ere  NuUsysteme  (Vlath.  Ann  ,  t.  28). 

p»)  Th.  Rbyb,  Viber  CurvenbUndel  a*"  Orinung  (Zeitschr.  f.  Math.  u.Phys., 
t.  13).  —  G.  KôNiGS,  Sur  les  cubiques  gauches  pasiant  par  cinq  points  d<jnnés 
(NouT.  Ann.  de  Math.  (3)  II).  —  G.  Humburt,  Sur  un  complexe  remarquable  de 
coniques  (Journ.  de  l'Ec.  polyt.,  LXIV). 

(♦**j  R.  iJTUBM,  U^ber  C$hineaUonen  u.  Correlttionen,  welche, etc.  (Math.  Ann., 
t.  ^6).  —  E.  Heinrichs,  Ueber  den  BUndel  der/enigen  kubischen  Raumcurvenf 
roelche,  etc.  (Disj.  Munster,  1887).  —  K.  Dôhlemann,  Zur  Théorie  de»  Nuilsystems 
(Jahresber.  d.  Deutschea  Math.  Vereinig.,  t.  8).  —  M.  Stdyvakrt,  Notes  sur  les 
cubiques  gauches  (Bull,  de  l'Ac.  roy.  de  Belgique,  1900). 
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Les  gerbes  de  Reye  et  de  Sturm  sont  des  cas  particuliers  d'une  gerbe 
plus  générale  G. 

Cette  circonstance  justifie  déjà,  suivant  nous,  Tétude  simultanée  de 
ces  systèmes.  Un  autre  intérêt  s'j  ajoute;  nous  montrerons  en  effat  que 
la  gerbe  G  est  susceptible  d'une  représentation  analytique  simple. 

43.   Si  l'on  désigne  par  flx,  b^,   ...,  des   formes   quaternaires   du 
premier  degré,  on  sait  que  les  équations 
Ox      a'x      a'g 

représentent  la  cubique  gauche  la  plus  générale. 

Les  relations  flx  =  0,  Jx  =  0,  ...  représentent  des  plans  que  nous 
désignons  respectivement  par  a,  ô,  ...  La  courbe  définie  par  les  équations 
(1)  passe  par  le  point  A  commun  aux  plans  a,  a\  a",  et  par  le  point  B 
commun  aux  plans  b,  b\  ft";  elle  admet  les  droites  db,  a'b\  a"b"  comme 
bisécantes.  Par  hjpothèse,  a,  a' ,  a"  ne  passent  pas  par  une  même 
droite,  non  plus  que  h^b\b"  \  et  le  système  réglé  défini  par  aJ,  a'è', 
a"b"  ne  contient  ni  A,  ni  B. 

Si,  dans  les  relations  (l),  on  multiplie  les  numérateurs  par  trois 
constantes  a,  a',  a",  les  nouvelles  égalités 

a.ax      a'a^      a"a'x 


bx  *x  *x 

représentent  une  autre  cubique  gauche. 

Ces  égalités  représentent  une  gerbe  linéaire  de  cubiques  gauches,  quand 
a,  a',  a."  sont  des  paramètres  variables. 

En  effet,  les  valeurs  de  ces  paramètres  sont  déterminés  quand  on  se 
donne  un  point  x  de  la  courbe. 

Réciproquement,  toutes  les  cubiques  gauches  passant  par  A  et  B,  et 
admettant  aô,  a'b',  a"h"  comme  bisécantes  sont  comprises  dans  le  sys- 
tème (2),  car  une  quelconque  de  ces  courbes  peut-être  engendrée  par  trois 
faisceaux  i-rojectifs  de  plans,  ayant  pour  axes  ab,  a'b',  a"b";  dans  ces 
faisceaux,  les  plans  a,  a'  a"  doivent  se  correspondre,  ainsi  que  b,  b',  b"; 
donc  les  équations  de  la  projectivité  peuvent  s'écrire 

aax  —  «Jx  =  0,     a'a'x  —  (àbâ  =  0,     a."a'J  —  oib'x  =  0, 
a,  a',  a",  étant  déterminés  par  un  troisième  terne  de  plan»  corres- 
pondants. 
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Ce  raisonnement  revient  à  dire  que  trois  bisécantes  et  trois  poiuts 
déterminent  une  cubique  gauche,  ce  qui  est  connu;  si  l'on  fait  abstrac- 
tion de  l'un  des  trois  points,  on  a  un  système  doublenaent  infini  de 
courbes  constituant  ce  que  nous  avons  appelé  la  gerbe  G. 

La  gerbe  G  est  l'ensemble  des  cubiques  gauches  ayant  en  commun  trois 
bisécantes  et  deux  points. 

44.  Si  les  plans  a,  a' ,  b,  b\  passent  par  un  même  point  C,  les  cour- 
bes de  la  gerbe  ont  en  commun  trois  points  et  trois  bisécantes  dont  deux 
passent  par  un  des  points  donnés. 

Si  en  outre  a,  «",  b,  b"  passent  par  un  même  point  r>,  les  couibes  ont 
en  commun  quatre  points,  plus  deux  bisécantes  passant  chacune  par  un 
des  points  donnés. 

Si  enfin  les  plans  a' ,  a" ,  b',  b"  ont,  eux  aussi,  un  (>oint  commun  E, 
les  cubiques  considérées  passent  par  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E  et 
forment  la  gerbe  de  Reye. 

Ainsi,  la  gerbe  de  Reye  est  un  cas  particulier  de  la  gerbe  G  et  est 
caractérisée  par  l'évanouissement  des  inrarianls 

{aba'b'),    {aba"b"),     {a'b'a"b"). 

4&.  D'autre  part,  si  le  plan  b  coïncide  avec  a'  et  le  plan  b'  avec  a" , 
on  peut  effectuer  un  changement  de  coordonnées  et  prendre  poui- 
tétraèdre  de  référence  le  tétraèdre  aa'a"b"\  les  équations  (2)  deviennent 

a.X\       a'Xi       a."Xi 
Xi  Xi  Xi 

et,  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  a',  a",  elles  représentent  une  cubique 
gauche  osculant  le  plan  X\,  au  point  Xi  Xj  Xs,  et  y  touchant  XiXi,  oscu- 
lant  de  même  le  plan  x^  au  point  x^x-^Xk  et  y  touchant  XiXx  ;  en  d'autres 
termes,  les  cubiques  du  système  admettent,  de  la  même  manière, 
un  même  tétraèdre  d'osculation. 

Donc,  la  gerbe  de  Sturm  est  un  cas  particulier  de  la  gerbe  G  et  se 
caractérise  par  les  identités 

a'x  =  àx,     a'J,  =  b'x. 
Remarquons  toutefois  que  la  gerbe  G   n'est  pas  la  plus  générale. 
On  sait,  en  effet(*)  que  cinq  bisécantes  et  un  point,  ou  quatre  bisécantes 


(♦)  Gremona,  Note  sur  les  cubiques  gauches  (Journ.  f.  Math  t,  60). 
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et  deux  points,  ou  une  bisécaute  et  cinq  points  déterminent  une  courbe 
du  troisième  ordre.  Par  suite,  cinq  bisécantes,  ou  quatre  bisécantes  et 
un  point,  ou  une  biâécante  et  quatre  points  déterminent  one  gerbe  de 
cubiques;  ces  systèmes  doivent  être  étudiés  à  part. 

4G.  Nous  Dous  occuperons  à  présent  de  la  gerbe  G  et,  pour  nous 
conformer  au  titre  du  présent  travail,  nous  donnerons  une  attention 
spéciale  à  quelques  surfaces  qui  prennent  naissance  quand  on  soumet 
les  courbes  d  de  la  gerbe  à  une  condition  supplémentaire. 

Rattachons  d'abord  cette  étude  au  chapitre  précédent  en  rechercbant 
les  courbes  d  qui  dégénèrent  en  une  droite  d  et  une  conique  Cj.  La 
courbe  c^  ne  peut  avoir  pour  bisécantes  deux  des  droites  ab,  a'h\  a"V ^ 
si  ces  droites  sont  sans  point  commun. 

Donc,  ou  bien  la  conique  Ci  admet  une  des  droites  ab,  a'b\  a"h"  pour 
bisécante,  ou  bien  elle  les  rencontre  toutes  trois  une  fois. 

Dans  le  premier  cas,  la  droite  d  passe  par  A  (ou  B)  et  s'appuie  sur 
deux  droites,  par  exemple  a'h' ,  a"b'\  tandis  que  d  est  dans  le  plan 
(A,  ai)  et  passe  par  A,  ainsi  que  p^  les  traces,  sur  ce  plan,  des  droites 
a'b',  a"h" y  d\  les  coniques  qui  satisfont  à  ces  conditions  forment  six 
faisceaux  dans  les  plans  menés  par  A  ou  B  et  un  des  axes  aJ,  a'V ,  a"b"; 
à  ces  six  faisceaux  répondent  les  six  droites  issues  de  A  et  B  et 
s'appujant  sur  deux  des  axes  ab,  a'b',  a"h" . 

Dans  le  second  cas,  les  coniques  Ci  passent  par  A  et  B  et  s'appuient 
sur  ab,  a'b',  a"b"\  d'après  le  chapitre  II,  elles  engendrent  une  surface 
du  quatrième  ordre,  tandis  que  les  droites  d  correspondantes  décrivent 
le  système  réglé  admettant  ab.  a'b' ,  a"b"  comme  directrices.  Chaque 
conique  e^  coupe  la  quadrique  support  de  ce  système  réglé  en  quatre 
points  doit  trois  sont  sur  ab,  a'b' ,  a"b";  par  le  quatrième  il  passe  une 
droite  d.  Chaque  droite  d  coupe  la  surface  du  quatrième  ordre  en  quatre 
points,  dont  trois  sont  sur  ab,  a'b',  a"b";  par  le  quatrième  passa  une 
conique  c>. 

Ainsi,  les  eubiqiug  de  la  gerbe  G  qui  dégénèrent  en  une  droite  et  une 
conique  forment  deux  systèmes  :  le  premier  comprend  des  coniques  de  six 
faisceaux  répondant  chacun  à  une  droite  unique;  le  second  comprend  les 
coniques  génératrices  tTune  sur/ace  du  quatrième  ordre  et  les  rayons  d'un 
système  réglé  accouplés  un  à  un. 

Le  premier  système  comprend   18  cubiques   dégénérant   en   trois 
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droites,  puisque  tout  faisceau  de  coniques  contient  trois  couples  de 
droites. 

Le  second  système  comprend  7  cubiques  dégénérant  en  trois  droites, 
puisque  la  surface  du  quatrième  ordre  a  8  coniques  réduites  à  des 
couples  de  droites;  deux  de  ces  droites  coïncident  avec  AB,  et  répondent 
à  une  seule  et  même  cubique  dégénérée. 

Une  droite  quelconque  g  de  l'espace,  sans  relation  particulière  avec 
les  éléments  donnés,  rencontre  six  cubiques  dégénérées  du  premier 
système,  sur  la  conique,  car  elle  perce  une  fois  le  plan  de  chaque 
faisceau;  la  droite^  perce  quatre  fois  la  surface  du  quatrième  ordre  et 
deux  fois  l'hyperboloïde,  donc  elle  rencontre  quatre  cubiques  dégénérée! 
du  second  système  sur  la  conique  et  deux  sur  la  droite. 

En  résumé,  une  droite  g  de  l'espace  rencontre  douze  endigues  dégénérées, 
dont  dix  sur  la  conique  et  deux  sur  la  droite. 

41.  Exprimons  que  la  cubique  gauche  représentée  par 

aux      cn'a'x       a."a'à 
hx         h'x  b'J 

passe  par  un  point  {x^y  -\-  kz)  d'une  droite  donnée  ^z;  nous  aurons 

aay  -}-  kxaz      oL'a'y  -|-  ha/at      a."a'y  -f-  ka."at 
hy-^kb,  ^~h'y  +  kK     ""      by  +  hb'^ 
Donc  la  cubique  de  la  gerbe  G  qui  est  déterminée  par  le  point  y  ~\-  kz, 
sera  représentée  par  deux  équations  et  ces  équations  résultent  de  l'éli- 
mination de  a,  ol'j  a",  entre  les  quatre  égalités  précédentes  :  voici  ces 
résultantes. 

bx  («y -f-  kai)      bx (a'y  +  ka»)      b'J (d'y  -|-  ka'J) 
ax{by-\-  kb,) ""  a'xib'y -\- kb',)  ^  a'x  {b'y  '+Wj  * 

En  éliminant  ^,  on  a  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  toutei 
les  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  s'appuient  sur  la  droite  yz. 

Pour  effectuer  l'élimination  de  k,  représentons  par  oo  la  valeur  com- 
muoe  des  trois  derniers  rapports;  nous  aurons  la  relation 

bxtty  -j-  kbxttt  Ojttxby  kMUxbi  =  0 

et  deux  antres  analogues.  Multiplions  par  —  w,  ce  qui  donne 

—  ubxOy  —  k(>ibxCiz  -\-  oi^axby  -}-  Aw'ûa;^,  =  0 
et  deux  égalités  analogues.  Entre  les  six  relations,  linéaires  (et  non 
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homogènes)  en  Hf  w,  Aw,  m",  *o)%  on  peut  éliminer  ces  cinq  paramètres 
et  l'on  & 

tatty      hxdt       dJby  0,^*  j 

5«a^     Vaa'%     o'xlfy  o!J>'i 

Vxày       Vxd'z       «X  J'y  a'xVt 

hxtty  ixCli  Cbxby 

h'xtt'y  l'ad'. 


T6  = 


a'xh'y 


ttxbz 
a'xh't 


=  0. 


h'xa'y     Vxd',      a'xby      a'îK 
Ainsi,  les  cubiques  de  la  gerle  G  iiui  rencontrent  une  droite  donnée 
engendrent  une  surface  Ta  du  sixième  ordre. 

48.  L'application  du  théorème  de  Laplace  sur  les  déterminants 
permet  d'écrire  l'équation  de  Te  sous  la  forme  suivante  : 

Te  hU.Vj  — U'.V,  s  I  hxtty   Ixtt^   Oxby  I  X  I  f>xa,   axby   axb»  | 
—  I  batty   bxaz   dxbt  I  X  I  ^xtty   axby   axbx  |  =  0. 

L'équation  de  T»  peut  résulter  de  l'élimination  de  A  entre  les  équations 
de  l'un  ou  l'autre  des  systèmes  ci-après 

Donc,  la  surface  Te  peut  être  engendrée,  de  deux  manières,  par  deux 
faiiciaux  projectifs  de  surfaces  cubiques. 

Ou  encore,  la  surface  Te  appartient  à  un  faisceau  dont  deux  surfaces 
particulières  dégénèrent  chacune  en  an  couple  de  surfaces  cubiques. 

49.  Si  une  surface  est  représentée  par  l'évanouissement  d'un  déter- 
minant à  m  lignes  et  si  les  coordonnées  d'un  point  annulent  les  termes 
de  k  de  ces  lignes  (ou  de  k  colonnes),  ce  point  est  multiple  de  l'ordre  k 
sur  la  surface.  Prenons,  en  eflfet,  le  point  considéré  comme  sommet 
(ari  =  rr2  =  iPs  =0)  du  tétraèdre  de  référence.  Dana  tout  terme  d'une 
ligne  du  déterminant  qui  s'annule,  le  degré  en  Xi ,  a;2,  Xi  est  généralement 
Supérieur,  d'une  unité,  au  degré  en  a;».  Or,  chaque  terme  du  détermi- 
nant développé  contient  h  facteurs  pris  dans  les  lignes  qui  s'annulent. 
Donc,  dans  l'équation  de  la  surface,  le  plus  haut  exposant  de  x^  est 
m  —  k. 

Appliquons  ce  résultat  :  les  coordonnées  du  point  A,  commun  aux 
plans  a,  a\  a",  annulent  deux  colonnes  de  V»  et  V'j,  une  colonne  de 
U.  et  U'j. 
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Donc,  les  points  A  c/  B  sont  des  points  triples  de  la  surface  Ta, 

De  même,  tout  point  commun  aux  plans  a  e>lh  annule  deux  ligoeg 
du  déterminant  à  six  lignes  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus  ;  donc  tout 
point  de  ab  est  un  point  double  de  T«;  le  même  raisonnement  s'applique 
aux  droites  a'b',  a"b". 

Les  axes  ab,  a'b\  a" h"  sont  des  droites  doubles  de  la  surface  Te. 

Les  six  droites  issues  de  A  ou  B  et  s'appuyant  sur  deux  des  axes 
ab,  a'b\  a"b"  sont  tout  entières  sur  la  surface  Ta  puisque  chacune 
contient  un  point  triple  et  deux  points  doubles.  Au  surplus  ces  six 
droites  font  partie,  comme  nous  l'avons  vu,  de  six  cubiques  dégénérées 
du  premier  système  rencontrant  yz.  Quant  à  cette  droite  yz,  elle  est 
évidemment  tout  entière  sur  Te. 

Une  courbe  quelconque  c^/  d'ordre  p,  sans  relation  particulière  avec 
les  données  rencontre  Te  en  6|«.  points;  donc  il  y  a  6a  cubiques  de  la 
gerbe  s'appuyant  à  la  fois  sur  la  courbe  C/x  et  sur  la  droite  yi.  On  a  donc 
les  corollaires  suivants. 

Les  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  s'appuient  sur  une  courbe  d'ordre  p  engen- 
drent une  surface  d'ordre  Ç>fj.. 

Il  y  a  six  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  rencontrent  deux  droites  données. 

50,  Avant  de  poursuivre  l'étude  de  la  surface  Te,  déterminons  la 
cubique  de  la  gerbe  G  qui  admet  pour  bisécante  la  droite  yz;  d'après  un 
théorème  connu,  rappelé  plus  haut,  on  doit  trouver  une  solution  unique. 

La  suite  proportionnelle 

a.ax      oi'a'x     a."ax      ^^««x 
b»        b's         b'J         l'/bx 

montre  que  les  équations 

/««x  +  A'a'a's  +  /"«"«x  =  0, 

où  A,  y,  1"  sont  trois  paramètres  arbitraires,  représentent  les  bisécantes 
de  la  cubique. 

Pour  que  l'une  de  ces  bisécantes  passe  par  deux  points  y  et  z,  il  faut 
que  l'on  ait 

latty  -j-  >•'«'«»  +  y."a."ay  =  0, 

laa,  +  Vol' a',  +  l"a."a'^  =  0, 

Uy   -\-l'b'y     -hl"by       =0, 

Ih^    +/'*'.     +/"*;'      =0. 
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Les  deux  dernières  relations  doDnent 

}.:>::)/'=\b',b:\  :\b'^b..\:  \b,b,\, 
et  les  deax  premières 

>a  :  ÀV  :  X"a"  =  1  «^  «H  •  I  K  «•  I  :  I  «v  «i  |  î 
d'où,  par  division, 

,  .     „  _  I  tfy  <   I  .  U,'  «'  I      I  «»  <  I     ,,. 
a  .  a    .  a     —  ,—77 — rj-,      •   r-r,, — 7 — ;   t  ,—7 — rr^,   •  1  / 
I  *;  *.   !      I  *,  *.  I      I  *r  *.  I 

Donc,  les  équations  de  la  cubique  cherchée  sont 

«X  I  a'  <  I       «x  I  a''  a»  I       «x  |  ûy  «^  | 


Reprenons  à  présent  l'équation 

T6  =  U5V3  — u:v; 

de  la  surface  engendrée  par  les  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  rencontrent  j/z. 
Une  des  fonctions  cubiques,  par  exemple 

Us  =  I  hxày    ixûî    «xJy  I  ==  bxb'Jf'^  \  Oy    «,    T"  *»  I  ' 

Ox 

dx    «i    a'x 
devient,  quand  on  y  remplace  t  '  T7  *  tt,  respectivement  par 

bx    *x    *x 

I  <  «l' r  I  «v  fl^  r  I  «»  <  r 

I  ay:  1 . 1  a;«,  I .  I  «va;  1  X  Uî  = 

à.b'j:  \  aAa'/:)    «.(<<)    *»(*;*;)! . 

Le  dernier  facteur  du  second  membre  est  nul,  car  si  l'on  ajoute, 
terme  à  terme,  les  trois  lignes^  on  obtient  les  trois  sommes  identique- 
ment nulles 

\  Oy  tty  a.  \  ,  \  a^  ay  a^  \  f  \  by  àf  bx  \  . 

Ainsi,  tout  point  de  la  cubique  de  la  gerbe  G  qui  admet  yz  pour  bisé- 
cante  est  situé  sur  la  surface  Uj  =  0  et  l'on  vérifie  de  même  que  cette 
cubique  appartient  aux  surfaces  U3,  Vj,  V^. 

La  surface  Tg  a  pour  courbe  double  la  cubique  de  la  gerbe  G  qui  admet 
la  droite  yz  comme  bisécante. 

(*)  Un  cas  exceptionnel  sera  examine  au  n*  63. 
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ftl.  Si  nous  résumons  les  singularités  de  la  surface  Tg,  nous  lui 
trouvons  trois  droites  doubles  ab,  a'b',  a"b'\  une  cubique  double  d  et, 
sur  celle-ci,  deux  points  triples  A  et  B. 

Les  sections  planes  sont,  en  général,  des  sextiques  à  six  nœuds;  pour 
les  sections  passant  par  A  et  B,  il  y  a  quatre  points  doubles  et  deux  points 
triples,  ce  qui  équivaut  à  dix  nœuds  et  ces  sections  sont  unicursales. 

Mais  la  surface  Tg  est  elle-même  unicursale,  et  nous  allons  en  donner 
une  représentation  plane  assez  simple. 

D'abord,  rien  ne  nous  empêche  de  choisir,  pour  points  p  et  z  déter- 
minant la  droite  yz,  précisément  les  points  d'appui  de  la  cubique  c»  qui 
admet  yz  comme  bisécante.  Nous  avons  trouvé  les  équations  d'une 
cubique  de  la  gerbe  G  définie  par  le  point  y  -{-  kz  de  la  droite  yz  : 

a.iby  +  ib.)      K{b;  +  &b:)      a'Jib'J  +  kb'J)      "'• 
Ces  équations  peuvent  être  remplacées  par 

bx   (dy  -j-  iUz)  =  CàHx  [by  -\-  Abx) 

et  deux  autres  analogues.  On  peut  en  tirer  des  valeurs  de  a?\,  x^  Xs^  m* 
proportionnelles  à  des  fonctions  du  sixième  degré  en  k  et  (o,  mais  où 
ces  deux  paramètres  n'entrent  qu'à  la  troisième  puissance. 
Posons 

*  == —  »        W  ==  —  , 

nous  pourrons  écrire  symboliquement 

Dans  la  représentation  de  la  surface  Te  sur-  un  plan  vr,  ^i,  ^2,  ju,5 
seront  les  coordonnées  du  point  iJ-,  image  du  point  x,  rapporté  à  an 
triangle  de  référence  FGH,  où  GH,  HF,  FG  ont  respectivement  pour 
équation  p,  =0,  pa  =  0,  jm,|  =  0. 

&9.  Disons  un  mot  de  cette  représentation  paramétrique.  Nous 
appellerons  courbes  fondamentales  dans  le  plan  tt,  les  courbes  images 
des  sections  planes  de  To.  Elles  sont  du  sixième  ordre,  et  puisque  (*,  et 
H»  ne  figurent  qu'au  troisième  degré,  dans  leurs  équations,  elles  ont  un 
point  triple  en  F  (fxa  =  fxj  =  0)  et  en  G  (fxi  =»  |a,s  ==  0). 

Pour  que  la  surface  représentée  soit  du  sixième  ordre,  il  faut  que  les 
courbes  fondamentales  se  coupent  en  36  —  6  =  30  points  fixes;  les 
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deux  points  triples  commans  comptent  déjà  pour  18  intersections;  on 
doi"  donc  trouver  encora  12  points  fondamentaux. 

Aux  droites  passant  par  G  et  représentées  par  ai  :  «,3  =  4= constante, 
répondent  les  cubiques  gauches  génératrices  de  Te.  Mais  celles  de  ces 
droites  qui  passent  par  un  point  fondamental  autre  que  F  et  G  corres- 
pondent à  des  coniques  de  Te;  les  12  points  fondamentaux  autres  que 
F  et  G  représentent  donc  chacun  une  droite  d'une  des  douze  cubiques 
dégénérées  de  la  surface.  La  droite  GH  ou  jw-i  =  0  répond  à  1  =  0,  donc 
à  la  cubique  génératrice  passant  par  le  point  y,  ou,  d'après  notre 
hjpothèse  à  la  cubique  double  de  Te. 

La  droite  GF  ou  uj  =  0  répond  à  w  ==  00,  ^  =  30  et  ces  valeurs  ne 
peuvent  être  réalisées  en  général  que  pour  le  seul  point  A. 

Vojons  maintenant   les   diverses  cubiques  génératrices   de  Te   qui 

dégénèrent  en  une  droite  et  une  conique.  Une  de  ces  droites  part  de  A 

et  s'appuie  sur  ah  et  a'b'  ;  c'est  donc  la  droite  aa'  ;  dans  les  équations 

hs  {ay  +  H-^  _  K  («:  +  *<)  ^  K  (g;  -f  la':)  ^  ^ 

a.ih  +  àk)     «;(*;  +  **;)     «:,'(*;' -f- Ai;') 

qni  représentent  une  cubique  générfttrice  de  Te,  si  a,  =  0  et  a«  =  0, 

K 
on  a  a  =  00  et  il  =  —  r^;  l'image  de  la  droite  aa'  sur  le  plan  t:  est 

donc  le  point  triple  G  lui-même  ;  la  droite  du  plan  tt  représentée  par 
ft  ss  jcti  :  Uî  =  —  b'^  :  hg  répond  donc  à  la  conique  qui,  avec  aa\  con- 
ititn*  une  cubique  dégénérée  de  Te  et  coupe  donc  toutes  les  courbes 
fondamentales  en  deux  points  variables  seulement;  elle  est  donc  tan- 
gente, en  G,  à  toutes  les  courbes  fondamentales.  Il  en  est  de  même  des 
droites  images  des  coniques  qui  constitoent,  avec  a'a"  et  a"a,  des 
cubiques  dégénérées. 

Quant  aux  droites  bh\  h'b",  b"by  elles  ont  pour  image,  chacune  un 
point  situé  sur  le  côté  HF  (uj  =  0,  co  =  0). 

Aux  droites  du  plan  tt  qui  passent  par  le  point  triple  F,  répondent 
des  cubiques  gauches  de  Te,  autres  que  les  cubiques  génératrices.  Nous 
7  roTiendrons  bientôt.  Observons  seulement  ici  les  exceptions  qui  se 
présentent  :  la  droite  FH  ou  /uij  =  0  donne  w  =  0  ce  qui  répond  au 
point  B  ou  à  une  des  droites  bb' ,  b'b" ,  b"b,  représentées  par  trois  points 
de  FH  ;  nous  avons  déjà  vu  que  FG  représente  le  point  A  et  les  rajoni 
a*',  a' a",  a"a;  quant  à  la  droite  menée  par  F  et  définie  par  fxs  «s  m, 
ou  (0  s=3  1 ,  elle  répond  à  la  droite  yz,  car,  si  dans  les  équations  précé- . 
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dentés,  on  fait  xiE.y  -^-Ttz,  on  a  w  =  1;  par  suite  cette  droite  ju<2  =  ft» 
contient  deux  points  fondamentaux  répondant  aux  droites  de  Te  qui 
s'appuient  sur  flJ,  a'b' ,  a"b",  yz. 

Enfin  il  y  a,  dans  le  plan  tt,  quatre  points  fondamentaux  simples;  ils 
représentent  les  droites  appartenant  aux  cubiques  dégénérées  qui  sont 
rencontrées  par  y^  sur  leurs  coniques. 

En  résumé,  les  courhet  fondamentales  du  plan  n  ont  en  commun  un 
point  triple  G  et  trois  tatiçentes  communes  en  ce  point,  plus  un  point 
triple  F,  plus  neuf  points  communs  sim^iles,  dont  trois  alignés  sur  F  et 
deux  autres  alignés  sur  F. 

53.  Nous  venons  de  trouver  sur  Te,  une  seconde  série  de  cubiques 
gauches  c'^\  les  courbes  génératrices  seront  appelées  c,. 

Les  courbes  images  de  cl  ont  pour  équation  |w,2  :  /as  =  w  =  const.  ; 
chaque  cubique  C;  est  donc  le  lieu  des  points  de  même  paramètre  sur  les 
cubiques  génératrices. 

Une  courbe  c'^  dans  l'espace  est  représentée  par  les  équations  suivantes, 
où  eo  a  une  valeur  particulière  : 

hxtty  —  (ùŒxby      bledy  — oia^bd      b'Ja'y  —  om'xby 
bxttt  —  coflxft»      b'xttt  —  (aa'xb',      b'^a'^  —  ^d'^b',' 
Les  courbes  c,  ont  donc  ab,  a'b\  a"b"  pour  bisécantes. 

Dans  la  seconde  série  de  cubiques  (c,),  trois  courbes  dégénèrent  en 
trois  droites,  savoir  :  pour  co  =  1,  la  droite  yz  et  les  deux  directrices  du 
système  réglé  (aJ,  a'b' ,  a"b'')  qui  rencontrent  yz\  pour  co  ==  0,  les  droites 
bb' ,  b'b",  b"b;  pour  co  =  oo,  les  droites  aa',  a'a",  a"a. 

Quatre  autres  cubiques  c\  se  décomposent  en  une  droite  et  une  coni" 
que;  les  images  de  ces  coniques  sont  les  droites  joignant  F  aux  quatre 
derniers  points  fondamentaux  trouvés. 

54.  Pour  k  constant  et  co  variable,  on  a  une  cubique  Cj  génératrice 
de  Te;  donc  les  courbes  de  la  première  série  sont  aussi  des  lieux  de 
points  de  même  paramètre  sur  les  courbes  de  la  deuxième  série. 

Si  l'on  donne,  à  co,  deux  valeurs  particulières  co,  et  co»,  on  détermine 
deux  cubiques  Cj';  aux  mêmes  valeurs  du  paramètre  jj,  répondent  les 
intersections  de  ces  courbes  par  les  mêmes  cubiques  Ci\  mais  les  points 
répondant  aux  mêmes  valeurs  de  k  sont  projetés  de  ab  suivant  les 
faisceaux  de  plans 

bxdy  —  coi  axby-\-  k  {bxa^  —  wi  axbi)  ==  0, 

bxdy  W2axby-\-  k  {bxas COîûa;^»)  =  0 
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et  ces  faisceaux  sont  projectifs.  Doac  toutes  les  courbes  Cs  marquent, 
sur  deux  courbes  cl,  des  poociuelles  projeciives. 

Oa  démontre  de  même  que  les  cubiques  c,'  marquent,  sur  deux  cour- 
bes Cs,  des  séries  projeciives  de  points. 

Ainsi,  chacune  des  séries  de  cubiques  gauches  de  T%  marque,  sur  Us 
courbes  de  l'autre  série,  des  ponctuelles  projeciives. 

5S.  Une  relation  de  la  forme  k(ù -\- ^k -{- yon -{- ^  =  0  établit  une 
espèce  de  coliinéaiion  entre  les  deux  système >•  de  courbes  c^  et  Cj.  Le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  courbes  homologues  est  une  courbe  de  Te, 
dont  l'image  sur  le  plan  -  est  une  conique  passant  pur  F  et  G;  donc  la 
courbe  sur  Te  est  en  général  du  sixième  ordre.  M<iis  cette  courbe  peut 
s'abaisser  au  cinqaiè:ne,  au  quatrième  ou  au  troisième  ordre,  quand  la 
conique  image  passe  par  un,  deux  ou  trois  points  fondamentaux  autres 
que  F  et  G. 

&6.  Une  bisécante  de  la  cubique 

b.  [a,  +  ka.)  ^  3;  (g;  +  ia[)  ^  h'J  (g';  +  Aa';) 
a^iby-^Ab.)       a',{bl-^Ab'J       «-(è'J  +  iè';) 

est  représentée  par  les  équations 

2).ix  (fly  +  *a.)  =  0,     2/a.  (by  +  kb,)  =  0. 

Si  cette  bisécante  passe  par  un  point  fixe  X,  on  a 

l\b^iay-\-ka,)  =  0,     l/a^{by-\-kb,)  =  0. 

Ces  deux  dernières  égalités  donnent  /,  V.  /."  en  fonctions,  du  second 
degré,  de  A;  en  partant  ces  fonctions  dans  les  deux  premières  égalités, 
on  obtient  deux  relations  cubiques  en  k  et  linéaires  en  x;  Téliminaiion  de 
A  donne  une  équation  du  sixiè  ue  ordre  représentant  le  cône  engendré 
par  les  bisécantes  menées  de  X  aux  cubiques  génératrices  de  la  surface 
Te.  On  a  donc  la  propriété  : 

Les  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  s'appuient  sur  une  droite  ji  ont  un 
système  de  bisécantes  formant  un  complexe  du  sixième  ordre. 

&9.  Après  avoir  étudié  la  surface  Te,  lieu  des  cubiques  de  la  gerbe  Q 
qui  rencontrent  une  droite,  il  convient  d'examin«r  ce  que  devient  cette 
surface  dans  les  deux  cas  particuliers  de  la  gerbe  de  Reje  et  de  celle  de 
Sturm. 

Lorsque  les  trois  bisécantes  ab,  a'b'^  a"b"  sont  dans  un  même  plan  C» 

4 


—  so- 
les cubiques  passent  par  cinq  points,  et  M.  R^ye  a  démontré  que  celles  de 
ces  cubiques  qui  rencontrent  une  droite  engendrent  une  surface   du 
cinquième  ordre.  Il  est  naturel  de  conjecturer  que  Te  se  décompose  alors 
en  une  surface  T5  accompagnée  du  plan  Ç. 

La  vérification  analytique  est  pénible;  on  la  simplifie  par  un  choix 
convenable  du  tétraèdre  de  référence  :  les  bisécantes  ah.  a'b' ,  a"b" 
deviendront  les  côtés  de  la  face  Xk  =  Q  àe.  ce  tétraèdre;  le  point  A  sera 
le  sommet  opposé,  et  l'on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les  coordonnées 
de  B  soient  égales (*).  Dans  ces  conditions,  il  faut  remplacer  rtx,  «i,  a'x 
par  a?i,  X2,  Xt  et  bx,  bx^  b'x  par  Xi  —  Xi,,  Xz  —  Xi^  Xs  —  a;».  L'équation 
de  la  surface  Te  trouvée  plus  haut, 

a  dès  lors  pour  premier  membre 

[  [Xi  —  Xi)  yi    {Xi  —  x^)  Zi    Xi  {yi  —  j/',)  |  X 

I  {Xi  —  Xi)  Zi  Xi  {yi  —  y,)  Xi  [Zi  —  z,)\  , 
i  prenant  les  valeurs  1,  2,  3  dans  les  lignes  successives  des  déterminants. 
On  peut  écrire  l'expression  précédente  sous  la  forme 

I  XiVi    XiZi    Xi  {yi  -  2/4)  I  X  1  XiZi    Xi  [yi  —  y,)    Xi  {Zi  —  z,)  | 

-\-Xif{Xi,X2,Xi). 

Le  terme  indépendant  de  x^  est  égal  à 

x]x\xl\yi    Zi    yi  —  yi\y.\z,    yi- y^    Zi~-Zi\  = 
x\x\xly,Zi  \yi    «.     1  |  X  |  «*    Vi  —  y*     1  I 
ou  enfin,  si,  dans  le  dernier  déterminant,  on  ajoute,  à  la  seconde  colonne, 
les  termes  de  la  troisième  multipliés  par  ^4, 

x\x\x\yiZ,  \yi    Zi     1  |  '. 
Mais,  dans  l'équation 

le  second  membre  ne  diffère  du  premier  que  par  l'interversion  de  y  et  2  ; 
donc  le  terme  indépendant  de  a?,  est  le  même  que  dans  le  premier  membre 
et  la  surface  Te  dégénère  en  une  surface  du  cinquième  ordre  accompagnée 
du  plan  Xx.  A  la  vérité,  il  faudrait  voir  encore  si  le  terme  en  Xi  ne 
s'annule  pas;  mais  nous  ne  feroiiS  pas  ce  calcul,  qui  ne  peut  que  nous 
faire  retrouver  une  proposition  connue  et  plutôt  étrangèie  à  notre  sujet. 

(*)  C'est  le  système  de  coordonnées  utilisé  par  M.  Humbert  {loc.  cit.)  pour  la 
gerbe  de  Reye. 
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S'il  s'agit  de  la  gerhe  de  Sturm,   il  faut,  d'après  nos  préliminaires, 
faire  o,  =  6x,  o'j  ^bî;  la  fonction  UsVj  devient  alors 


hxO-y        bxdz        Clxby 

Kbg     bxbi     bjjf      X 
b'xb'^    b'sb't    b'jjb'g    | 


bxfiij  aj}y  a^bi 
b'Jbt  bxb^  bxh'i 
b'X     &ife';     bK 


et  le  terme  indépendant  de  bx  s'obtient  en  faisant  bx  =  0,  ce  qui  donne 


axby 


b'xbu    b'Jbz 


I  6x6»    b'xb't 

—  (flx)*  (6;)'6;'6,6. 


N/  /      ^\h•h    \  '*'^»     ^'^-' 
X(—  l)&x6.      .,.„    .,.„ 
6,6y     6x6, 


b-. 


X 


6y  6, 

6;  6'; 


b'y  6; 

Comme  la  fonction  U'.V'j  se  déduit  de  UsVj  par  interversion  de  y  et  2, 
le  terme  indépendant  de  6x,  dans  i'équalion  de  Te,  est  iiientiqueinent 
nul;  Te  contient  donc  le  facteur  6x  et,  par  analogie,  aus^i  6x;  lea  plans  6 
et  6'  écartés,  il  reste  une  surface  du  quatrième  ordre  eugeudrée  par  les 
cubiques  de  la  gerbe  de  Sturm  qui  s'appuient  sur  une  droite.  Ce  théo- 
rème est  connu. 

59.  NoQS  abordons  la  question  des  tangentes  aux  cubiques  de  la 
gerbe  G.  Celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  le  point  y  a  pour  équations 

ax6y      a'fi'y      a^by 
a^bx       a'yb'x      a'yb'x 

Le  réseau  des  hyperboloïdes  circonscrits  à  cette  courbe  est  représenté 
par  l'équation  suivante,  /,  //,  À"  étant  des  paramètres  arbitraires, 

j   axby       Uybx       à\    =0. 

Les  pians  tangents,  en  y.  à  ces  quadriques  sont  représentés  par  la 
relation 

I    dxày         ttyby         /     |    +    [    0»^»         «jJ*         A    |    =    0, 

ou  encore  par 

I  ax6y  — Œybx    Oyby     /  I  =  0. 

Bien   qu'elle  contienne   trois   paramètres    i,  /',  /",    cette   équation 
représeute  un  simple  faisceau  de  plans  dont  l'axe  est  représenté  par 

dxby  Oybx  a'Jb'y    tt'yh'g  Ù.'xh'y     -      CLyh'x 


Oyhg 


o'sK 


Telles  sont  donc  les  équations  de  la  tangente,  en  y,  à  la  cubique  de  la 
gerbe  G  déterminée  par  ce  même  point  y. 
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En  y  regardant  les  y  conome  variables,  on  a  le  lieu  des  contacts  des 
tangentes  menées  aux  cubiques  de  la  gerbe  et  passant  par  un  point 
fixe  X. 

59.  Considérons,  plus  généralement,  les  équations 
m^ m'x îw'x 

'*a?  "'x  "'X 

où  les  m  représentent  trois  plans  et  les  n  trois  quadriques.  Elles  défi- 
nissant une  courbe  gaucha  du  septième  ordre  ^7, 

En  effet,  si  l'on  égale  le  premier  rapport  successivement  à  chacun 
des  deux  autres,  on  obtient  les  équations  de  deux  surfaces  cubiques  dont 
l'intersection  est  donc  du  neuviè'ne  ordre.  Mais  les  points  d'une  certaine 
conique  C2  annulent  les  termes  Wj,,  »|  du  premier  rapport  et  satisfont 
donc  aux  équations  des  deux  surfaces  cubiques  sans  égaler^  en  général, 
les  deux  derniers  rapports;  l'intersection  du  neuvième  ordre  se  compose 
donc  de  Ct  et  d'une  courba  du  septième,  k-t. 

La  théorie  de  cette  courbe  présente  des  analogies  avec  celle  de  la 
cubique  gauche  et  nous  espérons  pou  voir  nous  en  occuper  dans  un  travail 
ultérieur.  Ici  nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  cette  étude  qui  nous 
entraînerait  loin  de  notre  sujet. 

Constatons  seulement  que  chacun  des  trois  rapports  proposés  peut 
être  remplacé  par  un  rapport  de  la  forme 

Unix  :  ^>wj, 
de  sorte  que  la  courbe  h  établit  une  projectivité  entre  une  gerbe  de 
plans  m  et  un  réseau  de  quadriques  «*.  Or,  il  paut  arriver,  dans  des  cas 
particuliers,  que  des  quadriques  de  ce  réseau  dégénèrent  en  deux  plans; 
alors  la  conique  C\  se  décompose  en  deux  droites.  Et  même,  si  à  une 
quadrique  composée  de  deux  plans,  correspond,  dans  la  gerbe  (m),  un 
plan  passant  par  l'intersection  des  deux  plans  précédents,  on  se  trouvera 
dans  un  cas  plus  spécial  encore  et  la  conique  C2  se  réduira  à  deux 
droites  confondues.  C'est  précisément  ce  qui  se  présente  dans  les 
équations  du  n*  précélent.  que  nous  écrivons  ici  en  intervertissant  les 
y  et  les  a?,  de  sorte  que  le  point  fixe  est  y  et  les  coordonnées  couran- 
tes Xi  : 

Cixhy  ttyhx  dxày  Uy^x  Clx  by    ttybx 

ttx  bx  a'x  b'x  a'x  b'î 

Le  plan  représenté  par  chaque  numérateur  passe  par  l'intersection 
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des  plans  définis  par  le  dénominateur.  La  courbe  gauche  que  nous 
rencontrons  dans  la  gerbe  G,  est  donc  un  cas  particulier  de  la  courbe  ki; 
elle  est  néanmoins  encore  du  septième  ordre,  oi  les  axes  ab,  a'b',  a"b"  se 
coupent  deux  à  deux,  on  a  un  cas  plus  particulier  encore,  relatif  à  la 
gerbe  de  Reye  ;  ce  cas  a  été  étudié  avec  soin  par  M.  Humbbrt. 

Ainsi,  dans  la  gerbe  G  et  dans  la  gerbe  d*.  Reye,  le  lieu  des  contacts  des 
tangentes  issues  d'un  point  donné  est  une  courbe  gauche  du  septième  ordre. 

60.  Le  résultat  se  modifie  dans  la  gerbe  de  Sturm.  Si  a'=i  J,  a"=  b\ 
les  équations  du  n"  précédent  deviennent 

ttxby  ûybx  bxb'y  byb'x  .  bxb'y   —    byb'x     _   b'xb'y    b'yb'x 

Ux  b'x  bx  VL 

Elles  représentent  une  biquadratique  ;  mais  il  faut  en  défalquer  la 
droite  bb' ,  dont  les  points  annulent  les  termes  du  rapport  moyen,  sans 
égaler,  en  général,  les  rapports  extrêmes  du  n"  précédent.  On  retrouve  ce 
théorème  connu. 

Dans  la  gerbe  de  Sturm,  les  cont&cts  des  tangentes  issues  d'un  point 
dontU  décrivent  une  cubique  gauche. 

Ol.  Dans  la  gerbe  G,  on  a  trouvé  une  courbe  «7,  lieu  des  contacts 
des  tangentes  issues  d'un  point  y.  En  faisant  x  =  y,  dans  les  équations 
de  cette  courbe,  on  les  vérifie  identiquement  :  c-,  passe  donc  par  y.  Or, 
le  cône  qui  projette  une  courbe  du  septième  ordre  d'un  de  ses  points  est, 
en  général,  du  sixième  degré.  La  même  propriété  est  connue  pour  la 
gerbe  de  Reye. 

Dans  la  gerbe  G  et  dans  la  gerbe  de  la  Reye,  le  complexe  des  tangentes 
est  du  sixième  ordre. 

G9.  A  la  vérité,  pour  pouvoir  affirmer  cette  dernière  proposition,  il 
faudrait  établir  que  y  n'est  pas  un  point  double  de  la  courbe  Ci.  Nous 
pourrions  faire  cette  démonstration  qui  n'est  pas  fort  difficile,  mais  il 
nous  paraît  préférable  de  chercher  directement  l'équation  du  cône  qui 
projette  Ct  du  point  y.  Ceci  se  fait  très  simplement  en  remplaçant  dans 
les  équations  de  Ciy  x  par  y  -\-  kx  :  nous  aurons  la  relation 

a^y  -\-  kaxby    —    fly  Jy  —  kOybx 

a,b,  -\-  k  (flxby  ■\-  Qybx)  +  k*aj>x  ~~ 
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et  deux  autres  analogues,  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  i  et  co.  On  peut 
écrire  la  relation  précédente  comme  il  suit 

A  (acoby  —  ayix)  —  MŒyiy  —  Aco  {uxhy  +  aybx)  —  k'aaxhx  =  0. 

Multiplions  par  k\  nous  aurons,  en  tout,  six  relations  linéaires  et 
homogènes  en  k,  A%  co,  Aw,  A'co,  A'w;  l'élimination  de  ces  quantités 
donne  l'équation  suivante  du  cône  Te  formé  par  les  tangentes  de  la 
gerbe  G  passant  par  p  : 


Te^ 


cixby  —  aybj; 

0 

Uyby 

cixby  -f-  agbx 

ttxbx 

0 

0 

ttxby  —  aybx 

0 

ttyby 

ttxby  +  O'ybx 

Uxbx 

a'xb'y-a'yb'. 

0 

^yK 

a'xKj  -\-  a'Jj'x 

ttxb'x 

0 

0 

a'xK^-a^b'x 

0 

<K 

a'xb'y-\-a',b: 

a'xb'x 

a'xby  —  a'y'b'J, 

0 

<K' 

aïb'^^a'^b'^ 

a'xb'J 

0 

0 

a'xby—a'y'b'x 

0 

^?y 

axb'J-\-al'bx 

(l'xb'x 

=  0 


Les  coordonnées  du  point  A  annulent  «x,  a'xt  (^'x  et  par  suite  la 
dernière  colonne  du  déterminant;  de  plus  elles  rendent  la  première 
colonne  identique,  au  signe  près,  à  la  quatrième;  donc  A  est  un  point 
double  et  y  Pi.  une  géné/airice  double  du  cône  Tq.  Donc  yA  est  tangente 
à  deux  cubiques  de  la  gerbe,  mais,  pour  chacune  d'elles,  le  contact 
doit  avoir  lieu  en  A,  car  une  lang^^nte  en  un  point  d'une  cubique 
gauche  ne  peut  plus  rencontrer  cette  ligne  ailleurs.  Ainsi  la  droite  yA 
rencontre  c-i  en  deux  points  autres  que^  et  ces  points  coïncident  en  A, 
c'est-à-dire  que  yk  touche  c^  en  A  et  que  le  cône  Te  a  la  droite  y  h.  pour 
génératrice  de  rebroussement. 

La  même  chose  a  lieu  pour  le  point  B. 

Dans  la  gerbe  G,  le  cône  du  complexe  des  tangentes  ayant  pour 
sommet  un  point  quelconque  a  deux  génératrices  cuspidales  passant  par 
A.  et  B. 

Il  est  bien  évident  que  le  même  raisonnement  s'applique  aux  cinq 
points  de  base  d'une  gerbe  de  Reye.  Nous  rencontrons  ainsi  ce  théorème 
de  M.  SruRM,  retrouvé  plus  tard  par  M.  Humbert. 

Dans  la  gerbe  de  Reye,  le  cône  du  complexe  des  tangentes  ayant  pour 
sommet  un  point  quelconque  a  cinq  génératrices  cuspidales  passant  par 
les  points  de  base  de  la  gerbe. 
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63.  Revenons  à  la  gerbe  G.  Les  faisceaux  projectifs 
ax hx       ai ,K 

engendrent  une  quadrique  passant  par  les  droites  àb,  a'b',  par  les  points 
A  et  B  et  (pour  A  =  1)  par  le  point  y. 

Par  ce  point  y  on  peut  mener  deux  génératrices  rectilignes  de  la 
quadrique  :  l'une  est  représentée  par  les  équations  précédentes  où  l'on 
fait  A  =  1;  elle  rencontre  ab  et  a'b';  l'autre,  de  même  système  que 
ab  et  a'b',  a  pour  équations 

Ux a'x  bx b'x 

tty  a'y  by  t'y 

Appelons  cette  droite  d;  si  pour  un  point  particulier  x  de  cette  droite, 

on  a 

ctx      a'x  bx      b'x 

dy       a'y  by       b'g 

on  peut,  dans  le  -déterminant  Tg  trouvé  précédemment,  remplacer 
flx,  tt'x,  bx,  b'x  par  M«y,  /x-a^,  v&j,  vb,  et  l'on  remarque  que  les  termes  de  la 
première  et  de  la  troisième  ligne  lont  proportionnels,  de  même  que  les 
termes  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  ligne. 

Dans  la  gerbe  G,  le  cône  du  complexe  des  tangentes  ayant  pour  sommet 
un  point  j  possède  trois  génératrices  doubles  d  ;  ce  sont  des  rayons  de 
systèmes  réjlés  passant  tous  trois  par  A,  B,  y  et  admettant  respectivement 
pour  rayons  deux  des  droites  ab,  a'b',  a"b". 

Si  deux  de  ces  droites  se  rencontrent  en  un  point  C,  le  système  réglé 
correspondant  est  un  cône  et  la  droite  d  passe  par  C;  elle  devient  alors, 
comme  on  l'a  vu  au  n"  précédent,  une  génératrice  cuspidale  de  Tç. 

Le  problème  du  n°  50  (trouver  une  cubique  de  la  gerbe  G  qui  admet 

comme  bisécante   une  droite  donnée)  est,  en  effet,  indéterminé  quand 

la  droite  en  question  (jft)  est  la  droite  d  ci-dessus,  c'est-à-dire  quand 

on  a 

a,      ai       bs      Jl 

ay~a'y       by~  b'y 
ou  encore 

\ay    ai  1=0,      |J,    b:\=0. 

Car  alors  a"  est  indéterminé,  tandis  que  l'on  a 

^..___  \<  «n  .  i<  ^. I 

*  "      \K   à':  \  '  \b'^  b,\ 
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Le»  cubiques  qui  répondent  à  la  question  sont  donc 
Cx  I  a'y    K'  I  __a'x  I  a'y     a,  \  _  a"ax 

h\b'y   b':{~b'x\b';   b.\~~bT' 

Elles  sont  toutes  sur  la  quadrique  représentée  par  l'égalité  des  deux 
premiers  rapports  et  cette  quadrique  passe  visiblement  par  A,  B,  ab,  a'b' 
et  éridemment  par  d,  puisque  celte  droite  est  bisécante  de  toutes  ces 
courbes. 

Elles  sont  en  outre  chacune  sur  une  quadrique  du  faisceau  représenté 
par  les  deux  derniers  rapports  {a."  arbitraire);  ce  faisceau  marque, 
sur  d,  une  involution  à  deux  points  doubles  correspondants  à  deux 
courbes  de  la  gerbe  qui  touchent  d. 

04.  Pour  la  gerbe  de  Sturm,  nous  avons  vu  que  le  lieu  des  contacts 
des  tangentes  issues  d'un  point  y  est  une  cubique  et  que  les  équations 

aghy  — %&a, hxh'y  —  hyhx^       bg^by  —  byhx b^by  — b'„b'g 

dx  b'x  .      bg  b'x 

représentent  cette  courbe  plus  la  droite  bb'. 

Le  point  y  est  sur  la  cubique  et  le  cône  qui  la  projette  de  y  est  du 
•econd  ordre;  tel  est  donc  aussi  l'ordre  du  complexe  des  tangentes. 

On  vérifie  d'ailleurs  facilement  que  les  sommets  du  tétraèdre  abb'b" 
sont  sur  la  cubique  gauche  ci-dessus,  quel  que  soit  y. 

Echangeons  les  x  et  les  y  dans  les  équations  précédentes  ;  nous  aurons 
les  équations  de  la  taugente,  au  point  y,  à  la  courbe  de  la  gerbe  qui 
passe  par  y  : 

O/gb^  —  ay  bx      bx  by  —  byb'x^      bx  by  —  byb'x b'x  by  —  by  b'x 

tty  by  by  by 

Ces  relations  peuvent  s'écrire  aussi  : 

by        by~^by^       by       by'^by 
Si  la  tangente  perce  les  plans  a,  6",  b,  b'  respectivement  en  M,  N, 
P,  Q,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  est  égal  à  celui  des 
quatre  plans, 

_  n         h"  —  Ci  «x  _  ttp  C^r  _  Oq 

a,-U,      O.-U,       f^n-^l       ^.,-^u 

ou  encore  a  _  :  -i . 

b,    b^ 
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Or,  les  éqaations  de  la  tangente  donnent,  puisque  bp  =0,  b^  =  0, 

1    «y 


«F  _  _  K 

^P       2&F       „  . 

flp 

Uy                         by 

et 

r77  =  -rr  ;     d  ou 

by                 by 

&p 

a,      2^, 

ay                by 

et 

*i=-^;     d'où 

by                                  hy 

a. 

fit  finalement 

«p   a,       1 

On  a  donc  le  résultat  suivant,  d'ailleurs  bien  connu  : 
Dans  la  gerb«  de  Sturm,  le  complexe  des  tangentes  est  un  complexe 
tétraédral  dont  le  rapport  anliarmonique  est  1/4. 

Cft.  Nous  passons  à  une  autre  série  de  propriétés  de  la  gerbe  G. 
Nous  avons  vu  que  la  courbe  de  cette  gerbe  déterminée  par  le  point  y 
a  pour  équations 

aj)  y      a'xb'^      a'xb'y 

aybx      a'yb'x~^  a'yb'lf 

Cherchons  l'équation  du  cône  circonscrit  de  sommet  y;  il  suflSt  de 
remplacer  x  par  y-\-kx,  puis  d'éliminer  k.  Celte  substitution  donne 
la  relation 

flyô,  -j-  kaj)^  =  û>  (a,&,  -\-  kajb^ 
on  encore 

Oj,6,  (1  —  &>)  +  ka^by  —  k(ù  a^bx  =  0 

et  deux  autres  analogues.  L'élimination  de  *  et  m  donne 

l«x^   %K   «A  1=0. 

Cette  équation  représente  le  cône  de  sommet  j  circonscrit  à  la  cubique 
de  la  gerbe  qui  passe  par  ce  point  y. 

Elle  exprime  aussi  qu'un  point  y  d'une  certaine  courbe  de  la  gerbe 
et  un  point  x  pris  en  dehors  sont  sur  une  même  bisécante  de  cette 
courbe. 

Donc  si  l'on  y  regarde  les  y  comme  variables,  la  relation  précédente 
représente  le  lieu  des  points  da  rencontre  des  cubiques  de  la  gerbe  avec 
les  bisécantes  qu'on  peut  leur  mener  du  point  fixe  x. 

Echangeons  les  x  et  les  y  : 

1  «A    <»»**    »x^x  I  =  0, 
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Lti  bisécantes  menées  d'un  point  Jlxe  j  aux  cubiques  de  la  gerbe  G  ren- 
contrent ces  courbes  sur  une  sur/ace  du  quatrième  ordre  T,. 

66.  Si  on  remplace  x  par  les  coordonnées  de  A  (ou  B),  on  annule 
deux  colonnes  du  déterraiiiant  ;  donc  A  et  B  sont  des  points  doubles  de 
T4;  on  voit  de  même  que  les  droites  ab,  a'b\  a"b"  sont  tout  entières  sur 
la  surface, 

La  cubique  de  la  gerbe  déterminée  par  le  point  y  est  sur  la  surface 
T4,  car  les  coordonnées  de  ses  points  rendent  les  termes  des  deux  pre> 
mières  colonnes  du  déterminant  proportionnels. 

Il  est  géométriquement  évident  que  le  point  y  est  un  point  double  de 
la  surface  T4,  car  une  droite  par  y  ne  contient  que  deux  autres  points 
de  T4;  au  surplus,  si  l'on  fait  x  =  y  dans  le  déterminant  précédent,  les 
trois  colonnes  deviennent  identiques,  et  l'on  peut,  par  soustraction, 
obtenir  deux  colonnes  de  termes  nuls. 

Cherchons  le  cône  des  tangentes  en  y  à  T» ;  posons  x  =  y-\-hz\  le 
déterminant  devient 

I    ttyby  -\-  kttiby         ttyby  -\-  kttybz         ttylhj  -j-  k  {Uybi  -\-  ttihy)  -j-  A^ttife»      |  . 

Le  terme  en  k^  est 

j  I     a.by  ttyb,  ayby    I     +     I     ttyby  ttyb,  ttybz   +  tt.by    \  \ 

)      +     I     a^by  ttyby  ttybi-^ttiby      \     -j-     |     Uyby  ttyby  tt  ^b ,     |     '. 

Le  quatrième  déterminant  est  nul;  le  second  et  le  troisième  se  sim- 
plifient par  soustraction  de  colonnes  et  l'un  d'eux  se  détruit  avec  le 
premier;  il  reste 

k^     I     ttyby  ttybz  tt^by     j 

Or,  pour  z  variable,  cette  expression  égalée  à  zéro  représente  le  cône  de 
iommet  y  circonscrit  à  la  cubique  de  la  gerbe  qui  passe  par  y. 

La  sur/ace  T,  a  le  point  y  pour  point  double  et  le  cône  tangent  en  ce 
point  est  le  cône  perspectif  à  la  cubique  de  la  gerbe  déterminée  par  ce 
7- 


61.  La  première   surface  polaire  de  y  relativement  à  T4  est  une 

surface  cubique  T3,  lieu   des  conjugués  du   point  y  par  rapport  aux 

cubiques  de  la  gerbe  G.  Elle  admet  A  et  B  comme  points  simples  et  y 

comme  point  double  et  elle  touche  en  y  le  même  cône  que  la  surface  T*. 

d 
Son  équation  s'obtient  par  l'application  du  symbole  Ij/i-  au  determi- 
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nant  T,,  oo,  succegsivfmmt,  à  chacune  des  colonnes  de  ce  déterminant  : 

I  «yèy     aybx     aj)x  I  4"  I  '^^^î'     ^»^'J     ^'^"^  I 

-|-  j  ttxby    a^j    a^hy  \  -{-  \  axb,j     a^hx    a^x  \  ; 

les  deax  derniers  déterminaots  sont  nuls  et  les  deux  premiers  donnent 

Tj  =  I  ajby  —  aj}x    »y6y     ax&x  I 

La  courbe  d  lieu  des  contacts  des  tangentes  issues  de  y  se  trouve  sur 
Ti,  car  ses  points  rendent  proportionnels  les  termes  de  la  première  et  de 
la  troisième  colonne  ;  cette  courbe  Ci  est  d'ailleurs  aussi  sur  la  surface 
T».  La  tangente  en  y  à  la  cubique  de  la  gerbe  passant  par  y  est  tout 
entière  sur  la  surface  Tj,  car  ses  points  rendent  proportionnels  les 
termes  de  la  première  et  de  la  seconde  colonne  du  déterminant  Ts. 

Le  lieu  des  conjugués  d'un  point  y  par  rapport  aux  cubiques  de  la 
gerbe  G  est  une  surface  du  troisième  o'-dre,  ayant  le  point  y  pour  point 
double.  Le  cône  des  tangentes  en  y  est  perspectif  à  la  cubique  de  la  gerbe 
passant  par  y;  la  tatigente  en  y  à  cette  cubique  est  toute  entière  sur  la 
surface. 

La  seconde  partie  de  cet  énoncé  nous  est  communiquée  par  M   Ser* 

VAIS. 

SS.  On  peut  trouver,  sous  une  autre  forme,  l'équation  de  la  sur- 
face Ts  :  l'égalité  aacb'x  —  <i'a'xhx=^0  et  d-'ux  analogues  représentent 
trois  quadriques  circonscrites  à  une  cubique  variable 

aflx       a.'a'x       a."a'x 
bx         b'x  b'x 

de  la  gerbe  G.   Les  plans  polaires  du  point  y  relatifs  à  ces  quadriques 
sont  représentés  par 

a  [a  b'x  -\-  ax6^)  —  x'  ^a'^bx  +  «xM  =  0 
et  par  deux  relations  analogues;  le  poiut  x  commun  à  ces  trois  plans 
est  le  conjugué  de  y;  le  lieu  de  ce  point  s'obtient  par  élimination  de 
a,  a',  a"  : 

ayb'x  -{-  Uxb^     —  {a'^bx  -\-  a'Jb^)  0 

aJb^-\-aJ)';  0  _  (a';&,  4- a^'ô,)     =0. 

a^'x  -\-  aj)'^  =  0  représente  le  plan  polaire  de  y  par  rapport  aux  plans 
a  et  b'\  dédignons-le  par  7r«2.  Soient  de  même  Tijf,  tti ,  ;  tt),,  tti},  Uh,  les 
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plans  polaires  de  y  par  rapport  aux  couples  de  plans  a'6",  c"6;  a'6, 
a"h' ,  ah" .  On  aura 


T,zz 


=  7ri27r2sTi'si  —  îri3Tr52Tr2i  =  0. 


TTlî  0         —  7:3, 

0  7r»3     —  7:52 

La,  surface  Tj  est  donc  le  lieu  des  points  dont  les  produits  rfe,'>  dis'ances 
à  deux  triples  de  plans,  n,2,  7:25,  ttsi  et  ttis,  7ri2,  7121,  sont  dans  un  rapport 
constant.  Ce  rapport  est  d'ailleurs  déterminé  par  le  point  y,  qui  appar- 
tient, comme  nous  l'avons  vu,  à  la  surface. 

De  plus  la  surface  T5  appartient  à  un  faisceau  dont  deux  surfaces 
particulières,  7:127:257:31  et  7:137:327:21  dégénèrent  en  trois  plans.  Le  plan 
tangent  en  un  point  M  de  T5  passe  par  l'intersection  des  plans  polaires 
de  M  relatifs  aux  deux  tri[)les  de  plans  ci-dessus. 

La  construction  du  plan  tangent  en  un  point  de  T5  esi  linéaire. 

Les  éléments  de  la  courbure  de  T3  en  M  défiendent  des  mêmes 
éléments  de  la  quadrique  polaire  de  M  ;  or,  celle-ci  passe  par  l'intersection 
des  quadriques  polaires  oe  M  relativement  aux  deux  angles  trièdres 
7ri2îr25^3i  et  7:117:527:21  ;  ces  quadriques  sont  des  cônes. 

La  construction  des  éléments  de  la  courbure  en  un  point  de  T5  dépend 
de  l'intersection  de  d'iux  cônes  du  second  ordre. 

Un  plan  de  chacun  des  trièdres  7:  coupe  chaque  plan  de  l'autre  trièdre 
suivant  une  droite  qui  est  tout  entière  sur  Tj  ;  ceci  donne  neuf  droites 
de  cette  surface. 

Les  surfaces  analogues  à  T»  et  Tj,  dans  les  gerbes  de  Reye  et  de  Sturm 
sont  aussi  respectivement  du  quatrième  et  du  troisième  ordre.  Ce  fait  est 
connu. 

G9.  Nous  nous  occuperons  maintenant  des  plans  tangents  aux  cubi- 
ques de  la  gerbe  G 
Les  relations 

axhy  —  ayhx      a'xh'y  —  a'yh'x       a'^by  —  aybx 

Uyby  a'yby  O^'yb'y 

représentent,  comme  on  l'a  vu,  la  tatgente  en  y  à  la  cubique  de  la  gerbe 
qui  passe  par  y.  Les  équations 

ii":fh^i^  =  o,   11  =  0 

ttyby 

représentent  le  faisceau  des  plans  menés  par  cette  tangente. 
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Pour  qu'ua  de  ces  plans  passe  par  deux  points  i  et  z',  il  faut  que  la 
première  des  relations  précédentes  soit  satisfaite  pour  x-=- 1  et  a;  =  2'. 
Ces  substitutions  nous  donnent  deux  égalités  qui,  jointes  à  ^/  =  0,  per- 
mettent d'éliminer  l,  l',  l" .  La  résultante  est 

I  a^^y  —  a/x'     a-jby  —  ^yb,,     tt J) ^  \  =  0. 

Si  l'on  regarde  y  comme  variable,  on  a  le  lieu  des  contacts  des  plans 
tangents  menés  de  la  droite  2z'  aux  courbr-s  de  la  gerbe  G. 

Dans  la  gerbe  G,  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  qui  s' appuient  sur 
une  droite  donnée  est  une  surface  du  quatrième  ordre  U4. 

Cette  surfacd  est  évidemment  engendrée  aussi  par  une  infinité  simple 
de  courbes  Ci,  lieux  des  contacts  des  tangentes  qui  passent  par  un  point 
àezz'. 

Son  équation  est  satisfaite  aussi  pour 

a-j\  —  ayb,'  ai>bl  —  a'^b',,  a'.'.b^  —  ol^b'^, 
Ces  relations  représentent,  en  apparence,  une  cubique  gauche  k^', 
mais,  en  posant  y  =  z-\-kz',  on  vértfie,  par  un  calcul  facile,  qu'elles 
sont  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  de  A;  donc  la  courbe  k%  dégénère 
en  une  droite  zz'  plus  une  conique  ou  un  couple  de  droites.  C'est  ce 
dernier  cas  qui  se  réalise,  car  It  a  visiblement  pour  bisécantes  ab.  a'b' 
a"b"  et  ces  droites,  n'étant  pas  dans  un  même  plan,  ne  peuvent  être 
trois  bisécantes  d'une  même  conique. 

Ainsi,  la  courbe  &i  se  décompose  en  une  droite  zz'  et  deux  droites  réelles 
ou  imaginaires  s' appuyant  à  la  fois  sur  ab,  a'b',  a"b",  zz'. 

On  vérifie  aussi  que  la  surface  U*  passe  par  les  points  A  et  B  et 
contient  les  droites  ab,  a'b',  a"b" . 

90.  Le  résultat  du  n**  précédent  subit  ane  rédaction  dans  le  cas  de  la 
gerbe  de  Reye. 

Faisons  encore,  comme  au  n°  57, 

ax  =  Xi,a'x  =  Xi,  ax=Xi,  b^  =  Xi  ~  x^,  b'x  =  Xi  —  Xi,bx  =  Xs — a;». 
L'équation  de  la  surface  U»  devient 

\*i{V'  —  y*)  —  y<  {^i — «0  ^'i  (y<  —  y*)  —  y*  (^i  —  *i)  y<  (y<  —  y*)  I  =  o, 

(i  =  1.2,  3); 
ou  encore 

I  yiZk  —  zty,   ya'é  —  «iy*    y<  (y*  —  yO  1  =  O- 
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Soustrayons,  de  la  seconde  colonne,  les  termes  de  la  première  multi- 
pliés par  z'i  :  z«;  les  termes  de  la  seconde  colonne  seront  alori  divisibles 
pary*;  de  sorte  que,  dans  la  gerbe  de  Rii/'-,  la  surface  U4  sa  décompose 
en  un  plan  contenant  les  droites  ab,  a'b\  a"b'\  plus  une  surface  du 
troisième  ordre;  car  un  calcul  facile  montra  que  le  terme  en  yi  de  l'équa- 
tion précédente  n'est  pas  identiquement  nul.  Si  l'on  fait  abstraction  de 
ce  plan  yi,  qui  ne  satisfait  pas  aux  conditions  géométriques  du  problème, 
on  retrouve  ce  théorème  connu  : 

Dans  la  gerbe  de  Reye,  le  lieu  des  contacts  des  plans  tangents  menés  par 
une  droite  donnée  est  une  surface  du  troisième  ordre. 

Dans  le  cas  de  la  gerbe  du  Sturm,  on  doit  faire  a'  ^.b,  a"=  h'  et  l'on 
voit  facilement  que  l'équation  de  la  surface  U»  se  décompose  en  by  =  0, 
6y  =  0  et  une  quadrique  qui  est  alors  le  lieu  cherché.  Ce  qui  donne  cet 
autre  résultat  coiiUU  : 

Dans  la  gerbe  de  Sturm,  le  lieu  des  contais  des  plans  tangents  menés 
par  une  droite  donnée  est  une  surface  du  second  ordre. 

9t.  Si  dans  l'équation 

I     diby   ttybi  ttilby     ttyb il  ttyby     \     =    0, 

qui  représente  la  surfa(;e  U4  pour  la  gerbe  G.  on  remplace  y  par  z,  les 
termes  de  la  première  colonne  s'annulent,  mais  les  termes  des  deux 
autres  colonnes  ne  sont,  en  général,  ni  nuls  ni  proportionnels.  Mais 
t  est  un  point  quelconque  de  la  droite  zz']  donc  cette  droite  tout  entière 
est  située  sur  la  surface  U4  et  en  est  une  droite  simple. 

Une  section  de  U4  par  un  plan  tt  contenant  zz'  se  complète  par  une 
cubique,  lieu  des  contacts  du  plan  n  avec  les  cubiques  de  la  gerbe  qui 
le  touchent. 

Par  le  même  raisonnement,  on  montre  que  ce  lieu  est  une  conique 
dans  le  cas  de  la  gerbe  de  Reye  et  une  droite  dans  la  gerbe  de  Sturm. 
On  a  ainsi  ce  théorème  dont  la  seconde  et  la  troisième  partie  sont 
connues. 

Ze  lieu  des  contacts  d'un  plan  avec  les  cubiques  de  la  gerbe  qui  le 
touchent  est  du  troisième,  du  second  ou  du  premier  ordre,  suivant  qu'il 
s'agit  de  la  gerbe  G,  de  celle  de  Reye  ou  de  celle  de  Sturm. 

9 S.  Cherchons  à  présent  l'équation  du  plan  osculateur  en  y  à  la 
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cabiqae  Cs  de  la  gerbe  G  qui  est  déterminée  par  le  point  y  et  dont  les 
équations  sont 


a'K 


a"h" 


Nous  aroas  trouvé  que  le  faisceau  des  plans  tangents  en  y  est  repré- 
senté par  les  relations 


U 


ajb  —  ah, 

-^ -»-f  =  0,     11  =  0. 


a  h 
y  y 


Entre  la  première  de  ces  égalités  et  les  équations  de  Cs,  on  peut 
éliminer  les  x  et  l'on  obtiendra  une  relation  du  troisième  degré  en  «; 
deux  de  ses  racines  sont  égales  au  paramètre  du  point  y  et  celui-ci  est 
visiblement  «  =  1.  Pour  que  les  deux  égalités  écrites  en  dernier  lieu 
représentent  un  plan  osculateur,  il  faut  donc  que  l'équation  en  m  ait  trois 
racines  égales  à  l'uniré,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  que  le  produit  de  ses 
trois  racines  soit  1,  ou  enfin  que  le  coeflSeient  de  &>^  et  le  terme  indépen- 
dant de  0)  aient  une  somme  nulle. 

Or,  voici  cette  équation  en  o)  résul1;^nt  de  l'élimination  des  x  : 


ajbi 


a  h 

V    V 


aibf  —  oWyJ,    a'tb'y  —  uAy^î    a'/ J'y  —  wa'yi'/ 


=0. 


Dans  les  lignes  de  ce  déterminant,  i  prendra  successivement  les 
valeurs  1,  2.  3,  4.  Le  terme  indépendant  de  a;  et  le  coefficient  de  u* 
ayant  une  somme  nulle,  on  doit  avoir 


2/ 


fl,6y    —  Uybi 


a,^}y    a'ib'f    a'ib't 


^fl^y^-Oy^,        My  b'ta'y         èiVy'Uo. 


V    y 


On  simplifie  le  premier  déterminant  en  retranchant,  de  la  première 
coloune.  les  termes  des  trois  autres  divisés  respectivement  par  dyb^f 
a'b' ,  a"b"  ',  on  fait  une  opération  analogue  pour  le  second  déterminant 
et  Ton  obtient 


2lr^    aify    a'ib'y    a'.'ô» 


+ 


2^  —    bijUy    h\cîy    b'tO^ 


=  0, 


ou  encore 
l\{baa'a")  *;*';  +  {àbh'h")  «;«;']  +  ViiVaa'a")  V^b^  +  {a'bh'b")  a;'tf  J 
4-  r'[(J"«a'a'0  */;  +  {a"bb'b")  a^a\\  =  0. 
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Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer/,  V ,  l"  entre  cette  équation  de  condition 
et  les  relations  qui  définissent  le  plan  langent, 


1.1   "^^    ,""^0,     11  =  0. 


La  résultante  est 

a,  h 

y  V 


{laa'a")  l'h''  +  {ahb'h") a' a''    1 


=  0, 


ou  encore 

I  aj>^  -  a,b,    [haa'a")  a^ll'/'  +  [aWh")  h^a/y^     a^h^  \  =  0. 

Pour  X  variable,  c'est  Péqualion  du  plan  osculateur  cherché;  pour 
X  fixe  et  y  variable,  c'est  l'équation  du  lieu  des  contacts  des  plans 
osculateurs  menés  à  des  courbes  de  la  gerbe  G  et  passant  par  le  point 
fixe  X. 

Si  d^un  point  ^xê,  on  mène  des  plans  osculateurs  aux  cubiques  de,  la 
gerbe  G,  le  lieu  des  poiiits  d'osculalion  est  une  sur/ace  du  septième 
ordre  Ti. 

93.  Les  points  de  T^  qui  rendent  proportionnels  les  termes  de  la 
première  et  de  la  troisième  colonne  constituent  la  courbe  Ct,  lieu  des 
contacts  des  tangentes  passant  par  x. 

On  voit  que  la  surface  T-,  a  les  points  A  et  B  pour  points  doubles, 
X  pour  point  simple;  elle  contient  les  droites  ab,  a'b' ,  a"b'\  dont  les 
pointa  annulent  une  ligne  du  déterminant  T^  et  les  droites  aa' ,  a'a'\  a" a, 
bb',  b'b'\  b"b,  dont  les  points  annulent  les  termes  d'un  mineur  du 
déterminant. 

La  surface  T7  contient  encore  une  certaine  courbe  c,  dont  les 
équations 

{baa'a")  b^b'^  +  {abb'b")  a'/^  =  {b'aa'a",  b'^b^  +  (a'bb'b")  a'^a^ 
-=  {b"aa'a")  b^b^  +  {a"bb'b")  a^a^ 
s'obtiennent  en  écrivant  que  les  termes  de  la  seconde  et  de  la  troisième 
colonne  du  déterminant  T7  sont  proportionnels. 

Un  point  de  cette  courbe  satisfait  à  l'équation  de  T7  quel  que  soit  x; 
en  d'autres  mots,  touies  les  surfaces  T7  passent  par  cette  courbe  c,  ou 
encore,  en  un  point  M  de  c,  le  plan  osculateur  à  la  cubique  de  la  gerbe 
déterminée  {)ar  M  est  indéterminé. 

Si  l'on  observe  que  {aa'a")i  et  (pb'b")i  «ont  respectivement  les  coor- 
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données  de  A  et  de  B,  les  équations  précédentes  peuvent  s'écrire  symbo- 
liquement 

b^b'yb'.j  +  a^a^ay  =  b'Jb'^hy  +  a'^i'ya^  =  b'^^byb'y  -{-  a'^a,ay . 
Si  l'on  pose  y  =  A  -j-  ^B,  les  membres  de  ces  égalités  deviennent 
tous  trois 

Donc  ces  relations  représentent  deux  quadrlqaes  ayant  en  commun  la 
droite  AB  et  dont  l'intersection  se  comp  ète  par  une  cubique  gauche. 
Les  points  de  cette  courbe  ne  peuvent  définir  des  cubiques  proprement 
dites  de  la  gerbe  G,  car  sinon  leur  plan  osculateur  serait  déterminé.  Ils 
doivent  donc  se  trouver  sur  des  courbes  de  la  gerbe  dégénérant  en  une 
droite  et  une  conique. 

Les  plaus  menés  p^r  la  tangente  à  la  conique  au  point  où  elle  est 
rencoiitrée  par  la  droite  forment  évidemment  le  seul  faisceau  dont 
chaque  élément  rencontre  le  sysième  de  la  droite  et  de  la  conique  en 
trois  points  coïncidents. 

Mais  on  a  vu  au  commencemei^t  de  ce  chapitre  que  les  cubiques 
dégénérées  se  composent  des  rayons  s  appuyant  sur  ab,  a'b'.  a"b"  et  des 
coniques  reposant  sur  ces  mêmes  droites  et  passant  par  A  et  B  ;  ainsi 
se  trouvent  engendrées  deux  surfaces,  l'une  du  second,  i'autre  du 
quatrième  ordre,  ayant  en  commun  les  axes  aby  a'b'.  a"b"  et  les  deux 
droites  qui  s'appuient  à  la  fois  sur  ces  axes  et  sur  AB.  L'intersection  de 
ces  surfaces  se  complète  par  une  cubique  gauche,  précisément  celle  dont 
nous  venons  de  parier. 

Toutes  Ut  surfaces  T-,  passent  par  la  droite  AB  «/  par  une  cubique 
gauche^  lieu  des  points  doubles  des  courbes  dégénérées  de  la  gerbe. 

l-t.  Pour  étudier  la  surface  analogue  à  T7  dans  le  cas  de  la  gerle  de 
Reye,  faisons  encore 

by  =  yi~y*,    b'^=^y2-y„    b'^  =  yi  —  y,. 

On  vérifie  aisément  que  l'on  a,  dans  ce  cas 

(haa'a")  =  [b'aa'a")  =  {b"aa'a")  =  +  1, 
{abb'b")  =  [a'bb'b")  =  {a"bb'b")  =  —  1. 

Dans  le  déterminant 

Tt  =  I  a:,^,  —  ajb,    ibaa'a")  a^b^b;  +  {abb'b")  b^a/X    «A  I  • 

5 
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les  termes  de  la  seconde  colonne  deviennent 

Viiyi  —  y^)iy2  —  y4)(ys  —  »/»)  —  yi«/2,î/5(</.  — 1/4)    (i=i.2, 3v, 

ils  Font  tous  divisibles  par  </-,  et  T7  se  décompose  en  un  plan  f/4  et  une 
surface  Te.  On  a  ainsi  le  ihéoièrae  connu  : 

Dans  la  gerbe  de  Re.ya,  le  lieu  des  contacts  des  plans  osculateurs 
menés  pai-  un  pnut  est  une  surface  du  sixième  ordre. 

Pour  Is.  gerbe  de  Sturm,  le  résultat  est  beaucoup  plus  simple  :  lorsque 
l'on  pose  a'  =  b,  a''  =  b',  les  déterminants  (baa'a"),  {b'aa'a")^  {a'bb'b"), 
[a"bb'b")  sont  nuls  et  l'équation  du  lieu  considéré  se  réduit  à 


=  0, 


ou  encore 

a"b"  —  a"b"     — 

X    y            ""y    X 

{ahb'b")aj)lb'^ 

0 
{abb'b")b^b';b\ 

bb' 
y  y 

'    b'  b" 

1       y  y 

1           1 

{abb'b")a^blb'^'b';^ 

b.      6j 
b       b' 

y          y 

0          1 

K     K 

K    K 

1       1 

=  0 


ou  enfin,  après  un  petit  calcul,  et  en  faisant  abstraction  des  facteurs 
(abb'b")blb;', 

«.W'[Ki:4:)-(:-:-|)]=°' 

résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  donné  dans  nos  Notes  sur  les 
cubiques  gauches. 

Dans  la  gerbe  de  Sturm,  le  Heu  des  contacts  des  plans  osculateurs 
menés  par  un  point  est  une  surface  du  troisième  ordre. 

13.  L'équation  de  la  surface  T-,  relative  à  la  gerbe  G,  établit  une 
liaison  entre  les  points  x  et  y.  Cette  liaison  est  très  spéciale  :  elle  fait 
correspondre,  à  tour,  point  p,  un  plan  passant  par  ce  point.  ï-i  l'on 
idemifie  cette  relation  à  une  équation  linéaire  en  2;  représentant  un  plan 
donné  u,  on  a  trois  é^a  ités  satisfaites  pour  un  nombre  fini  de  points  p 
situés  dans  le  plan  u.  En  d'autres  termes,  la  liaison  cousidéiée  repré- 
sente un  système  focal  supérieur  i^). 

{^)  R.  Sturm,  Math.  Ann  .^  t.  19  et  28.  —  Amesëdbr,  Journ.  f*  Uath.y  t.  97.  — 
Voss,  Math.  Ann.,  t.  23. 
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Faisons  observer  qae  toute  gerbe  linéaire  de  cubiques  gauches  donne 
naissance  à  un  sys^tème  pareil  et  que  }1.  Sturm  a  détermitié,  pour 
tomes  ces  ger^es,  les  CHracténs'iqiies  du  sysiènoe  focal  en  se  servant 
de  la  géométrie  dénuraérHtive.  Notie  élude  nous  permet  de  reirouver 
des  résuitaUi  de  cet  auteur  et  ceux-ci  uous  serviront  de  conuôle. 

D'api  es  une  théorie  connue,  tout  système  focal  supéiieur  a  trois 
caraciéristiques  :  1°  le  nombre  a  de  plans  répondant  à  un  point  (ici 
a  =  1);  2»  le  nombre  p  de  points  répondant  à  uu  plan;  3**  le  nombre  y 
de  fois  qu'une  droite  est  dans  le  plan  focal  d'un  de  ses  points. 

D'autre  part,  tout  système  focal  supérieur  a  deux  nombres  ordinaux 
{Gradzahltn)  :  !•  l'ordre  m  de  la  surface  lieu  des  points  dont  les  plans 
focaux  forment  une  gerbe  de  sommet  x\  ce  nombre  est  aussi  la  classe  de 
la  développable  envelopiie  des  plans  focaux  des  foinis  d'une  droite;  pour 
la  gerbe  G.  ce  n'  mbre  tst  7  pour  la  gerbe  de  Reye  6  pour  celle  de 
Sturm  3;  —  2-^  la  classe  n  de  la  surface  envelof  pée  par  les  plans  Lcaux 
des  points  d'un  plan;  ce  nombre  est  aussi  l'ordre  de  la  cuurbe  gauche 
lien  des  poiiits  dont  les  plans  focaux  passent  par  an  axe. 

Enôn,  entre  les  caractéristiques 'et  les  nombres  ordinaux,  on  a  les 
relations 

a-\-y  =  m,      ^  +  7  =  «. 

Donc  y  vaut  6  dans  la  gerbe  G,  5  dans  celle  de  Reye,  2  dans  celle 
de  Sturm. 

La  déterniination  de  |3  ou  de  «  doit  être  différée. 

96.  Jusqu'ici  nous  avons  pu  éviter  de  résoudre  les  équations  d'une 
cubique  gauche  par  rapport  aux  x\  pourtant,  dans  ia  recherche  du  plan 
oscuiiiteur,  cette  résolution  n'a  éié  que  dissimulée.  Il  reste  un  certain 
nombre  de  questions  pour  lesquelles  il  ne  parait  guère  possible  de  se 
priver  de  la  représentation  paramétrique  explicite,  encore  que  les  calculs 
soient  pénibles. 

Afin  de  les  simplifier  un  peu,  nous  les  ferons  pour  la  cubique  parti- 
culière 

a,      a^      a, 

en  remettant,  jusqu'au  résultat  final,  l'introduction  des  facteurs  a,  a', 
a",  qui  affectent  les  formes  a^,  a^',  a^'. 
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Les  équations  précédentes  résolues!  par  rapport  aux  x  donnent 
^Xi={a  —  œh     a'  —  wb'     a"  —  (ub"U\ 
l'indice  i   du    détertninant  imiique  que    les  symboles  a,  b,  •••  doivent 
prendre,  dans  les  lignes  successives,  les  indices  1,  2,  3,  4,  sauf  i\  de 
plus  ce  déterminant  sera  précédé  du  signe  -\-  o\x  —  suivant  que  i  sera 
impair  ou  pair. 

On  peut  écrire  aussi,  en  ordonnant  par  rapport  à  w, 

çXi  =»  [aa'a")i  —  w  [(6a'a")<  +  (»&'»")<  -f-  (aa'6").] 

-f  0)2  {{hh'a")i  +  {})a'b")i  +  {ab'h")i\  —  œ*  {bb'b")o 
Remplaçons  les  x  par  les  expressions  proportionnelles  dans  l'équation 
)a^  +  !^<  +  '•'«x  =  0 
qui  représente  un  plan  n  passant  par  A.  Après  cette  substitution,  le 
terme  indépendant  de  w  est  identiquement  nul,  c'est  à  dire  que  l'équa- 
tion du  plan  est  vérifiée  pour  w  =  0,  et  cette  valeur  du  paramètre 
caractérise  le  point  A.  Divisant  alors  par  cv,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré 

'—l{ab!]'a")  I      mabb'a")  -^{aha'h")]  i      l{abb'b") 

—  p(a'«ôV')  -^  J A- ij[[a'bd'a'')  -\-{a'iih'b'')]  —  (ù'\-[- u.[a'bb'b'')  =  0. 
\—v{a"aa'b")         \-{-v[{a"bJb"}-\-{:i"ab'b")]         \-\-v  {a"bb'b") 

Les  racines  de  cette  équation  sont  les  paramètres  des  points,  autres 
que  A,  où  le  plan  tt  coupe  la  cubique  gauche.  Pour  que  ce  plan  soit 
tangent,  il  foUt  que  les  racines  en  w  soient  égales,  ce  qui  8*exprirae  par 
la  relation 

I       '/[{ab'ya")  -\-  {iba'b"}]\2       i       l{aba'a")    \       /       l(nbb'b")    \ 
-f  fu  [{a'bb'a")  +  (  l'ab'b" ,]  |  =  4    +  a  {a'ub'a")  [  X    +.«  {a'bb'b")    • 

(  +  V  [{a"ba'b")-\-{a"ab'b")]  )  (  +  v  {a"aa'b")  )       \\-v  {a"bb'b")  ) 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  1,  [jl,  v  et,  si  ces  paramètres 

sont  considérés  comme  les  coordonnées  du  plan   tt  dans   la  gerbe  (A), 

l'équation  précédente  est  l'équation  tangentielle  du  cône  projetant  la 

cubique  gauche  du  point  A. 

Si  >,  [X,  V  sont  trois  constantes,  la  relation  ci-dessus  exprime  la  condi- 
tion pour  que  le  plan  cp  passant  par  A  touche  la  cubique  eu  un  point  autre 
que  A.  IiitroduisoiiS  alors  les  coefficients  a,  a',  a"  :  tout  déterminant 
tel  que  {abb'b"),  (abb'a"),  {uba'a"),  •••  se  trouvera  multiplié  par  autant 
de  facteurs  a.  qu'il  contient  de  symboles  a.  Ainsi  féquation  précédente  est 
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homogèoe  et  du  quatrième  degré  en  a,  a',  a!' .  Mais,  si  l'on  y  sobstitae, 

ttx    cù    a^'  ^  .  .        •        j 

à  a,  a'  a",  les  expreâsioas  j— »  rr  »  77^  »    on   obtient   une   équation  du 

bj,    b-c    bx 

huiùèrae  ordre. 

Les  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  sont  tangentes  à  un  plan  passant  par  A 

engendrent  une  surface  du  huitième  ordre. 

lï.  Les  équations 

représentent  une  bisécante  de  la  cubique 

^  =  ^  =  ^. 
6,       ^x       K 

Si  les  coefficients  }.,  u,  v  vérifient  la  relation  du  n°  précédent,  la 
bîsécnnte  en  question  est  une  tangente;  l'élimination  de  A,  u,  v  donne 
le  lieu  des  tangentes  à  la  cubique,  c'est-à-dire  l'équation  de  la  dévelop 
pable  osculatrice  à  cette  courbe. 

Mais  les  deux  équations  de  la  bisécante  donnent 

/.  :  u  :  y  =  {a'J}'^  —  b'^a'^)  :  (a'^b^  —  b'^a^)  :  {aj)'^  —  a^bj) 
et  la  substitution,  dans    l'éga  ité  du   n*  précédent,  fournit  l'équation 
suivante,   dont   le    premier    membre  est  un  covariant  important  des 
six  formes  a,  a',  a",  by  b',  b". 

\       «b:-b:a'')Uabb'a")   -{-{aba'b")]     )* 
)  ^{a',b,—b'^aJUa'b'a"b)  +  (o'ft'/»"«)]   J 
(  +{iJ>:-bjiL)l{a"b"ab')-\-U'b'^ba',-\  \ 

{      (aX-KiOibaa'a")    \      l      {a'^b'^ -b'.a'^){abb'b")    \ 

+  4    +  {a:b,  -  b':a,)  {b'aa'a")     X  |  +  {<b,  -  b'M  {a'bb'n     =  0. 

'  +  («J»;  -  bX)  {b"aa'a")  )      (  +  (aj>',  -  bji',)  (a"bb'b")  ] 

En  7  considérant  les  x  comme  constants,  on  a  la  condition  pour  que 

la  déveioppable  osculatrii-'e  à  la  cubique  donnée  passe   par  un  point  â?, 

ou  la  condition  pour  qu'une  tangente  de  cette  courbe  passe  par  x. 

Si  Ton   introduit  les  symboles  a,  x',  a!\  on    voit   que   la    relation 
précédente  les  contient,  d'une  façm  homogène,  au  sixième  oegré;  puis, 

Ox        ^x       flx 

si  l'on  remplace  a,  a',  a"  par    — »        1    -,,  ♦    les  X  étant  les  coordon- 

^i        Ox        &i 

nées  courantes,  on  a  une  équation  du  douzième  degré  en  X. 
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Les  cubiques  de  la  gerde  G  qui  envoient  une  tangente  par  un  poitit 
donné  engendrent  une  surface  du  douzième  ordre. 

!§.  Soit  Ux  =  0  l'équHtion  d'un  plnn  quelconque  ;  si  l'on  y  remplpce 
les  X  par  les  fonctions  de  w  éciiies  au  n°  76.  on  trouve  une  relation 
cubique  en  w  dont  les  racines  sont  les  paramètres  des  points  de  rencontre 
de  la  cubique  gauche  avec  le  plan  u.  Voici  cette  relation 

{uaa'a")  —  co  [iuha'a")  +  {uah'a")  +  {uaa'b")] 

4-  w^  [{ubb'a")  4-  {uba'b")  +  {uab'b")]  —  oo»  {ufb'b")  =  0, 

ou,  en  abrégé, 

Aow'  +  3A,co»  -f-  3A2W  +  Aï  =  0; 

les  indices  des  coefficients  A  sont  les  degrés  des  termes  que  ces  sym- 
boles représentent,  par  rapport  aux  a  et  aussi  par  rapport  atx  a,  quand 
on  aura  introduit  ces  derniers  paranières. 

C'est  encore  M.  Sturm(*)  qui  a  donné  l'interprétation  géométrique 
des  formes  invaiiantes  de  celte  équHtion.  duns  Je  cas  où  la  couibe  est 
définie  par  la  représentation  paramétrique  de  Môbius  (Hx  :  X2'.  Xi'.  Xi,= 
co'  :  w'  :  w  :  1).  Il  a  montré  que  le  Hessien  de  Ja  forme  cubique  a  pour 
racines  les  pjiramètres  dfs  points  de  la  cubique  alignés  sur  Je  pôle  du 
plan  u  dans  le  système  f.ical  défini  par  Ja  couibe.  La  droite  d  qui 
joint  ces  points  est  associée  au  plan  u  par  l'intermédiaire  de  la  cubique 
donnée;  si  celle-ci  décrit  une  gerbe  linéaire,  Ja  droite  d  décrit  une 
coDgruence. 

Pareillement  le  oovariant  cubique  représente  un  plan  v  associé  au 
plan  u  et,  qunnd  la  cubique  décrit  une  gerbe,  le  pian  t;  enveloppe  une 
surface. 

Nous  devons  nous  borner  à  ir.diquer  ces  problèmes;  leur  résolution, 
par  la  méthode  actuelle,  paraît  en  effet  impraticable. 

Le  discriminant  de  la  forme  cubique  est 

4  (A„A,  -  k\)  ik,k,  -  k\)  -  {k,k,  ~  k,k,Y; 

son  évanouissement  représente,  si  les  u  sont  variables,  l'équation  tan- 

gentielle  de  la  cubique  gauche;  si  les  u  sont  constants,  il  exprime  la 

condition   pour  que  le  plan  u  soit  tangent  à  la  courbe   Le  poids  de  ce 

discriminant  est  6;  donc,  quaijdon  intioduira  les  paramètres  «,  a',  ex.", 

(*)  R.  Sturm,  Darstellùng  binàrer  Formen  aùf  der  cubischen  Raumcvrve  (Journ. 
f.  Math.,  t.  86). 
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ceux-ci  figureront  au  sixième  degré  et  quand   enfin  on    remplacera 

a,  a  .  a     par  —  i  —  '  t-;  »  on  aura  une  équation  du  douzième  degré  en  x. 
bx     0':g     bx 

Les  cubiques  fe  la  <ferbe  G  qui  louchant  un  plan  donné  engendrent 
une  sur/ace  du  doitiiime  ordre. 

99.  Les  conditions  pour  que  Téquation 

Ao«»  +  3A,M»  -f  SAî»  +  Ai  =  0 

ait  trois  racines  égales,  ou  que  la  cubique  oscule  le  plan  u,  sont 
exprimées  par  les  relations 

Ao  Aj       At 

Al  Aj       Aj 

Une  de  ces  relations  sera  du  second  degré  en  a,  a',  a";  une  autre  sera 
du  troisième  degré  et  il  y  aura  donc,  en  général,  six  systèmes  de  valeurs 
communes. 

Il  y  a  six  cubiques  de  la  gerbe  G  qui  osculent  un  plan  donné. 

Ainsi  se  trouve  complétée  l'étude  du  système  focal  supérieur  défini 
au  n*>  75;  sa  seconde  caractéristique  est  donc  (3  =  6  et  le  second  nombre 
ordinal  est 

«==(3  +  7=12. 

ce  qui  est  conforme  aux  résultats  obtenus  par  M.  Stdrm. 

80.  Les  conditions  pour  que  l'équation  du  n»  78, 

{uaa'a")  —  w  [  n&  t'a")  +  {uab'a")  -^-Xuan'b")] 

+  co^  Kubb'a")  +  {lùa'b")  +  [uab'b")}  —  w'  {ubb'b")  =  0 

soit  vérifiée  pour  toute  valeur  de  (o,  c'est-à-dire  pour  que  la  cubique 
gauche  dégénère  en  une  conique  (ou  un  couple  de  droites)  dans  un  plan  u, 
plus  une  droite,  sont  exprimées  par  les  relations 

{uin'a")  =  0, 
{ubi'a")  +  unb'a")  -f  {ma'b")  =  0, 
{ubh'a")  +  {ub  l'b")  -{-  {nab'b")  =  0, 

{ubb'b")  =  0. 

La  première  et  la  quatrième  montrent  que  le  plan  u  doit  passer  par  les 
points  A  et  B. 


A  X  {àb'a'a")  = 
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En  éliminant  les  u  entre  les  relations  précédentes,  on  a  la  condition 
générale  pour  que  la  cubique  dégénère  : 

I  {aa'a"),   {ba'a"),-\-{ab'a"u-h(aa'b")i 

{bb'a")i'{-{ba'b")i~\-{ab'b")i   {bb'b")t  \  =  0. 

Le  premipr  membre  est  un  invariant  simultané  des  formes  a,a',a", 
b,  b',  b";  on  doit  donc  pouvoir  l'exprimer  sous  forme  d'une  somme  de 
produits  de  déterminants  à  quatre  lignes. 

En  décomposant  les  termes  de  la  seconde  et  de  la  troisième  colonne, 
on  a  une  somme  de  neuf  déterminants,  dont  l'un  sera  par  exemple 

^=\{aa'a")i    {ba'a")i    (bb'a"h    [bb'b")i\. 

Pour  le  transformer,  multiplions-le  par  {bb'a'a"),  en  appliquant  la 
règle  de  la  multiplication  des  déterminants;  nous  aurons 

{baii'a")          0  0  0 

{b'aa'a")    {b'ba'a")  0  0 

0               0  [a'bb'a")  {a'bb'b") 

0               0  0  ia'Wb") 
ou  encore 

A  X  {bb'a'a")  =  {baa'a")  {b'ba'a")  {a'bb'a")  {a"bb'b"), 

A  =  —  {baa'a")  {a'bb'a")  {a"bb'b"). 

On  trouve  des  expressions  analogues  pour  les  huit  autres  déterminants. 

La  somme  de  ces  neuf  quantités  s'annule  quand  Ih  cubique  dégénère. 
Si  alors,  on  introduit,  dans  l'équation,  les  coefficients  a,  a',  a",  tous  les 
termes  contiendront  c*.a.'cf."  en  facteur  commun,  puisque  chacun  des 
produits  tels  que  A  contient  un  des  déterminants  {pia'a'').  {b'aa'a"), 
{b"aa'a"). 

Après  suppression   du   facteur  commun,  l'équation  est  du  troisième 

degré  en  a,  a',  a";  donc  quand  on  remplace  ces  paramètres  par  r-' 

Dx 

a'    a" 

—  f  77, '  on   ft   u"6   égalité  du   sixième    ordre.    D'après   le  n°  46  elle 
o«    bx 

représente  une  quadrique  et  une   surface  du  quatrième   degré  engen- 
drées par  des  cubiques  dégétiérées  de  la  gerbe  Q. 


THÈSES  ANNEXEES. 


I. 

La  Géométrie,  en  appliquant  la  théorie  de  l'élimination  entre  deux 
équations  algébriques,  n'utilise  guère  que  la  condition  d'existence  d'une 
seule  racine  commune.  Les  conditions  pour  que  les  équations  aient  plus 
d'une  racine  commune  peuvent  aussi  donner  des  résultats  géométriques 
intéressants. 

II. 

La  construction  de  la  sphère  osculatrîce  à  une  cubique  gauche  est  un 
problème  du  second  degré. 

III. 

Si  ttj  =  0,  h'].  =  Qi  représentent  des  surfaces  d'ordres  respectifs  m  et  «, 
les  équations 

T\  ~  h'}  ""  />;^ 

représentent  une  courbe  gauche.  Cette  figure  n'a  été  étudiée  que  dans  le 
cas  de  w  =  n  =  1.  Pour  w  =  2etw  =  l,on  a  une  ligne  du  septième 
ordre;  quelques  uncj  de  see  propriétés  se  déduisent  immédiatement  des 
équations  ci«dessu8. 

IV. 

Dans  tout  connexe  (l,  »)  de  l'espace,  la  surface  relative  à  un  point 
quelconque  est  unicursale. 
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